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本ノートは〲〰〲〱年度の東京大学物理学専攻における学部〯大学院共通講義である「非平

衡科学」の授業内容について〬 さまざまな補足・更新を加えたノートである〮 また本ノー

トは我々の最近の結果 せ〱〬 〲そに基づく非平衡系の理解に基づくものである〮 誤りがあった場

合は適宜修正を加えるため〬 最新バージョン〨とぴぴば〺〯〯びはびふにづ〱〱〰〮っはね〯のはのづぱ〭ばとべび〮ばつて〩を

読んでいただきたい〮 もし誤りや疑問点などを発見した際には〬 伊藤〨びはびふにづ〮どぴは぀ふぢど〮び〮ふ〭

ぴはにべは〮ちっ〮なば〩までご連絡ください〮

〲〰〲〳年度用に更新中〺 〲〰〲〳〮〱〱〮〱〷 更新

現在ノートを更新中なので〬 至る所でノーテーションの統一がなされていないことがあ

り得ます〮





〷

第1章

序論

まず序論でこのノートで扱う「非平衡〨のはの〭づぱふどぬどぢひどふね〩」という言葉を定義しておこ

う〮 この「非平衡」という言葉は〬 理論の出発点をどこにするか〨熱力学〬 統計力学〬 流体力

学〬 量子力学〬 力学系〮〮〮づぴっ〮〩で数学的な定式化が異なりうるが〬 今回は古典系の統計力学に

おける「非平衡」という言葉を定義することにする〮

1.1 定常と非定常

非平衡の定義の前に〬 まずは定常と非定常の定義を古典系で定義しよう〮 古典系の統計

力学においては〬 多体系である浴との相互作用によってミクロな状態をとる確率が導入さ

れる〮 今回〬 時刻t ∈ Rでの系Xのあるミクロな状態x ∈ {〱, · · · , N} 〨N ∈ N+〩についての

確率分布をpX〨x〻 t〩 ∈ Rと表記しよう〮 この確率分布は規格化

N∑
x=1

pX〨x〻 t〩 〽 〱, 〨〱〮〱〩

と非負性

pX〨x〻 t〩 ≥ 〰, 〨〱〮〲〩

を満たすものとする〮 ただしXはミクロな状態xに関する確率変数である〮 この確率分布の

時間発展は系Xが一つ以上の浴に接触することで外界とエネルギーや粒子を交換すること
で行われるとする〮 この時間発展が一つ以上の浴とのエネルギーや粒子との交換を行うこ

とで〬 ミクロな状態xが取りうる確率が

∂tpX〨x〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〳〩

のように時間変化しなくなった系Xの状態を定常状態と呼び〬 式〨〱〮〳〩を満たす確率分

布pX〨x〻 t〩 〽 pstX〨x〻 t〩を定常分布と呼ぶ〮 ただし∂tは時間tに関する偏微分を表す〮 系Xと
接触している浴の性質が時間変化しない状況下では〬 定常分布は時間に依存しなくなる〮

逆に分布が時間発展しているような

∂tpX〨x〻 t〩 ̸〽 〰, 〨〱〮〴〩

という状態を非定常状態と呼ぶ〮
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また統計力学においてマクロな観測量R〨t〩 ∈ Rは〬 ミクロな状態xに依存する観測

量r〨x〩 ∈ Rを分布pX〨x〻 t〩でアンサンブル平均⟨r⟩pX
を取ったものを用いて

R〨t〩 〽 ⟨r⟩pX
〽
∑
x

r〨x〩pX〨x〻 t〩, 〨〱〮〵〩

で与えられる〮 もし系の状態が定常状態である場合は

∂tR〨t〩 〽
∑
x

r〨x〩∂tpX〨x〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〶〩

とマクロな観測量R〨t〩も時間変化しないことがわかる〮

1.2 確率分布のダイナミクス

普段〬 統計力学において平衡状態を考える時〬 平衡分布やマクロな観測量は時間に依存

しないことを想定する〮 よって平衡状態は定常状態のクラスに含まれると言えるだろう〮

一方で〬 定常状態であるとしても平衡状態であるとは限らない〮 例えばその最も典型的な

例は〬 二つの温度の異なる熱浴が接触した温度勾配のある系である〮 この場合〬 マクロには

観測量は変化しない一方で〬 常に一定の熱流が流れている〮 そのためこの系は平衡状態で

はない〮 一般に平衡状態の特徴付けは〬 至る所で流れが存在しないかどうかでなされる〮 こ

のような平衡状態と定常状態の違いを数式で理解するために〬 以後確率分布のダイナミク

スを考えていくことにしよう〮

1.2.1 マスター方程式

ここからはマスター方程式で記述される確率分布のダイナミクスのクラスについて考察

していくことにしよう〮 今回考察するマスター方程式は〬 確率分布の時間発展が現在の確

率分布に線形な形で依存する次のような式で与えられる

∂tpX〨x〻 t〩 〽

N∑
x′=1

W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩. 〨〱〮〷〩

ただしx ∈ {〱, . . . , N}〬 x′ ∈ {〱, . . . , N}である〮 この係数W 〨x|x′〻 t〩 ∈ Rは遷移レートと
呼ばれる〮 線形性を仮定しているため〬 遷移レートW 〨x|x′〻 t〩はpX〨x〻 t〩に依存せず決まる

ものとする〮

pX〨x〻 t〩が確率分布であることから〬 この遷移レートW 〨x, x′〩が満たすべき性質を考え

ていこう〮 マスター方程式については線形性を仮定していたのでW 〨x, x′〩の性質は具体的

なpX〨x〻 t〩の実現値に依存しないものとする〮 まずマスター方程式〨〱〮〷〩のxに対する和を

とると確率の規格化の式〨〱〮〱〩から

N∑
x=1

N∑
x′=1

W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩 〽 ∂t

[
N∑

x=1

pX〨x〻 t〩

]
〽 ∂tせ〱そ 〽 〰, 〨〱〮〸〩

が得られる〮 任意の確率分布pX〨x′〻 t〩に対してこの式が満たされなければいけないことに

注意すると〬 例えば任意のy ∈ {〱, . . . , N}について

pX〨x′〻 t〩 〽 δx′y 〽

{
〱 〨x′ 〽 y〩
〰 〨x′ ̸〽 y〩

, 〨〱〮〹〩
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という分布を考えることで〬 式〨〱〮〸〩から任意のy ∈ {〱, . . . , N}に対して

N∑
x=1

W 〨x|y〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〱〰〩

が満たされる必要があることがわかる〮

次にマスター方程式〨〱〮〷〩を微小時間dt > 〰を用いて〬 離散化してみよう〮 マスター方程

式は

pX〨x〻 t〫 dt〩− pX〨x〻 t〩

dt
〽

N∑
x′=1

W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩, 〨〱〮〱〱〩

のdt → 〫〰の極限で与えられるので〬 すなわち有限のdtについて

pX〨x〻 t〫 dt〩− pX〨x〻 t〩 〽

N∑
x′=1

W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩dt〫O〨dt2〩, 〨〱〮〱〲〩

と書き直せることがわかる〮 ただしここでO〨dt2〩は ぬどねdt→+0 O〨dt2〩/dt → 〰となる項

である〮 微小なdtに対してはO〨dt2〩は十分無視できるとして話を続けよう〮 ここで〬 微小

なdtに対して確率の非負性の式〨〱〮〲〩より

pX〨x〻 t〫 dt〩 〽

N∑
x′=1

〨δxx′ 〫W 〨x|x′〻 t〩dt〩 pX〨x′〻 t〩 ≥ 〰, 〨〱〮〱〳〩

が任意の確率分布pX〨x′〻 t〩に対して満たされる必要がある〮 よって〬 仮にpX〨x′〻 t〩 〽 δx′y

〨x ∈ {〱, . . . , N}〬 y ∈ {〱, . . . , N}〩という確率分布を採用すると

δxy 〫W 〨x|y〻 t〩dt ≥ 〰, 〨〱〮〱〴〩

を満たさなければならないことから〬 任意のx ̸〽 yとなるxで

W 〨x|y〻 t〩 ≥ 〰, 〨〱〮〱〵〩

が満たされていなければならないことがわかる〮

遷移レートに対する二つの条件である式〨〱〮〱〰〩と式〨〱〮〱〵〩をまとめると〬 確率分布の性

質だけから遷移レートの条件として〬 x ̸〽 yで

W 〨x|y〻 t〩 ≥ 〰, 〨〱〮〱〶〩

W 〨x|x〻 t〩 〽 −
∑

x′|x′ ̸=x

W 〨x′|x〻 t〩 ≤ 〰, 〨〱〮〱〷〩

という条件が課せられる〮

以上の遷移レートの条件〱〮〱〷〩に基づくことで〬 マスター方程式の別の表現を得ることが

できる〮 式〨〱〮〱〷〩を用いるとマスター方程式〨〱〮〷〩は

∂tpX〨x〻 t〩 〽
∑

x′|x′ ̸=x

W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩 〫W 〨x|x〻 t〩pX〨x〻 t〩 〨〱〮〱〸〩

〽
∑

x′|x′ ̸=x

せW 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩−W 〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩そ 〨〱〮〱〹〩

〽

N∑
x′=1

せW 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩−W 〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩そ, 〨〱〮〲〰〩

と書き直せる〮 ただし最後の行ではW 〨x|x〻 t〩pX〨x〻 t〩−W 〨x|x〻 t〩pX〨x〻 t〩 〽 〰より〬 x′ 〽

xでの和の寄与が〰であることを用いた〮
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1.2.2 確率の流れ

マスター方程式の式〨〱〮〲〰〩の表現はしばしば便利なことがある〮 この表現で出てくる

J〨x|x′〻 t〩 〽 W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩−W 〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩, 〨〱〮〲〱〩

の寄与J〨x|x′〻 t〩 ∈ Rをx′からxへの時刻tでの確率の流れと呼ぼう〮 この確率の流れを用い

るとマスター方程式の式〨〱〮〲〰〩は

∂tpX〨x〻 t〩 〽

N∑
x′=1

J〨x|x′〻 t〩, 〨〱〮〲〲〩

と書ける〮 すなわちpX〨x〻 t〩の増減は各状態x′からxに流れてきた確率の流れの総和で与え

られるということがわかるだろう〮 この確率の流れJ〨x|x′〻 t〩は

J〨x|x′〻 t〩 〽 J+〨x|x′〻 t〩− J−〨x|x′〻 t〩, 〨〱〮〲〳〩

とx′からxに流入する項

J+〨x|x′〻 t〩 〽 W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩 ≥ 〰, 〨〱〮〲〴〩

とxからx′に流出する項

J−〨x|x′〻 t〩 〽 W 〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩, 〨〱〮〲〵〩

の差でかけていることがわかる〮 これらの項はx ̸〽 x′で常に非負の値J+〨x|x′〻 t〩 ≥ 〰〬

J−〨x|x′〻 t〩 ≥ 〰を与える〮 よってマスター方程式〨〱〮〲〲〩は

∂tpX〨x〻 t〩 〽

N∑
x′=1

せJ+〨x|x′〻 t〩− J−〨x|x′〻 t〩そ, 〨〱〮〲〶〩

と書き直すこともできる〮 このような確率の流れの描像が正当化されるのは〬 確率の規格

化による保存則〨∂tせ
∑

x pX〨x〻 t〩そ 〽 〰〩による遷移レートの制約に起因しており〬 実際マス

ター方程式は確率の規格化による保存則からくる連続の式相当であると考えることが可能

である〮

1.3 定常状態と平衡状態

ここでは定常状態と平衡状態の違いについて〬 確率の流れの視点から見ていくことにし

よう〮

1.3.1 定常状態における確率の流れ

確率の流れによるマスター方程式の表現〨〱〮〲〲〩を用いて〬 定常状態における確率の流れ

について考察していこう〮 まず非定常状態の条件式〨〱〮〴〩は確率の流れJ〨x|x′〻 t〩を用いて

N∑
x′=1

J〨x|x′〻 t〩 ̸〽 〰, 〨〱〮〲〷〩
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のように記述できる〮 すなわち〬 状態xに別の状態x′から流れてくる確率の流れの総和が釣

り合っていないことを意味する〮 一方で定常状態の条件式〨〱〮〳〩は

N∑
x′=1

J〨x|x′〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〲〸〩

のように任意の状態xに対して別の状態x′から流れてくる確率の流れの総和が釣り合って

いることを意味する〮 この定常な確率の流れの条件は〬 電気回路におけるかどひっととは》の第一

法則における電流の条件である「各ノードに流れる定常電流の総和は釣り合っている」と

数学的なアナロジーがあり〬 グラフ理論を用いて定常状態を議論することが可能である

せ〳そ〮 この電気回路とのアナロジーは〬 この確率分布のダイナミクスにおける熱力学を考察

する上でも重要な役割を果たす〮

また遷移レートが時間に依存する一般の場合では〬 定常状態の条件〨〱〮〲〸〩

N∑
x′=1

W 〨x|x′〻 t〩pstX〨x′〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〲〹〩

N∑
x′=1

pstX〨x′〻 t〩 〽 〱, 〨〱〮〳〰〩

を満たす解pstX〨x〻 t〩は遷移レートの関数W 〨x|x′〻 t〩となるので〬 定常分布pstX〨x〻 t〩は一般に

は時間に依存しうる〮 もしも遷移レートが時間に依存しない場合∂tW 〨x|x′〻 t〩 〽 〰の時は〬

時間に依存しない遷移レートW 〨x|x′〻 t〩 〽 W 〨x|x′〩を用いると

N∑
x′=1

W 〨x|x′〩pstX〨x〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〳〱〩

N∑
x′=1

pstX〨x〻 t〩 〽 〱, 〨〱〮〳〲〩

いう連立方程式の解として定常分布pstX〨x〻 t〩が与えられるため〬 定常分布は時間に依存し

ないこと〨∂tp
st
X〨x〻 t〩 〽 〰〩が示せる〮 この時間に依存しない定常分布をpstX〨x〻 t〩 〽 pstX〨x〩と

書くことにしよう〮 この連立方程式の解はクラメルの公式を用いて一般的に得ることがで

きる〮

1.3.2 平衡状態における確率の流れ

以下〬 遷移レートが時間に依存しないとして考えていこう〮 定常状態での確率の流れを

定常分布は時間に依存しないためpstX〨x〩で書かれる〮 この定常分布pstX〨x〩を用いて〬 定常な

確率の流れJ st〨x|x′〩 ∈ Rを

J st〨x|x′〩 〽 W 〨x|x′〩pstX〨x′〩−W 〨x′|x〩pstX〨x〩, 〨〱〮〳〳〩

と定義すると〬 定常な確率の流れに対して定常状態の条件∑
x′

J st〨x|x′〩 〽 〰, 〨〱〮〳〴〩

が課される〮
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定常状態の条件を満たす自明な定常状態として〬 任意のx ∈ {〱, . . . , N}〬
x′ ∈ {〱, . . . , N}で

J st〨x|x′〩 〽 〰, 〨〱〮〳〵〩

がありうる〮 このような至る所で確率の流れが〰の定常状態を〬 特別な定常状態として平衡

状態といい〬 この定常分布を平衡分布とよび〬 pstX〨x〩 〽 peqX 〨x〩のように記述する〮 また平衡

状態の条件式〨〱〮〳〵〩を〬 W 〨x|x′〩の満たすべき条件として詳細釣り合い条件とよぶ〮 これは

W 〨x|x′〩peqX 〨x′〩 〽 W 〨x′|x〩peqX 〨x〩, 〨〱〮〳〶〩

の形で書かれることが多い〮 この詳細釣り合い条件は定常状態での流入項

J+st〨x|x′〩 〽 W 〨x|x′〩peqX 〨x′〩, 〨〱〮〳〷〩

と流出項

J−st〨x|x′〩 〽 W 〨x′|x〩peqX 〨x〩, 〨〱〮〳〸〩

の間が釣り合っている〬

J+st〨x|x′〩 〽 J−st〨x|x′〩, 〨〱〮〳〹〩

と思うことができるだろう〮 一つ注意点として〬 この詳細釣り合い条件については〬 暗に変

数x〬 x′として〬 例えば粒子の速度のような時間反転に対して符号を反転させる奇な成分は

含んでいないとしている〮 もしも速度のような量がある場合〬 詳細釣り合い条件は修正を

受ける せ〴そ〮 このことはのちにかひちねづひび方程式という具体例を通して説明し直す〮

1.3.3 平衡状態とカノニカル分布

詳細釣り合い条件を満たす平衡分布peqX 〨x〩が存在することを仮定する〮 このとき〬 詳細

釣り合い条件より任意のx ∈ {〱, . . . , N}〬 x′ ∈ {〱, . . . , N}で

peqX 〨x〩 〽 づへば

(
− ぬの

W 〨x′|x〩
W 〨x|x′〩

)
peqX 〨x′〩, 〨〱〮〴〰〩

が満たされる〮
∑

x p
eq
X 〨x〩 〽 〱を課すと〬

〱∑
x づへば

(
− ぬの W (x′|x)

W (x|x′)

) 〽 peqX 〨x′〩, 〨〱〮〴〱〩

の形でかけるため〬

peqX 〨x〩 〽
づへば

(
− ぬの W (x′|x)

W (x|x′)

)
∑

x づへば
(
− ぬの W (x′|x)

W (x|x′)

) , 〨〱〮〴〲〩

が得られる〮 また〬 各項は

ぬの
W 〨x′|x〩
W 〨x|x′〩

〽 ぬの peqX 〨x′〩− ぬの peqX 〨x〩, 〨〱〮〴〳〩

のようにxとx′に関する関数ぬの peqXの差分として書ける〮
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この平衡分布が統計力学における平衡分布であるカノニカル分布と一致するときは

どういう時かを考察しよう〮 もしも関数ぬの peqXの差分でかけている遷移レートの対数比

ぬのせW 〨x′|x〩/W 〨x|x′〩そが〬 逆温度β ∈ R≥0と系Xの状態xのエネルギーEX〨x〩 ∈ Rを用いて

ぬの
W 〨x′|x〩
W 〨x|x′〩

〽 β〨EX〨x〩− EX〨x′〩〩, 〨〱〮〴〴〩

とかける場合〬 平衡分布は

peqX 〨x〩 〽
づへば 〨−β〨EX〨x〩− EX〨x′〩〩〩∑
x づへば 〨−β〨EX〨x〩− EX〨x′〩〩〩

〽
づへば 〨−βEX〨x〩〩∑
x づへば 〨−βEX〨x〩〩

, 〨〱〮〴〵〩

のようにカノニカル分布に一致する〮 このようにマスター方程式で記述される確率分布の

ダイナミクスにおける平衡分布と〬 統計力学における平衡分布であるカノニカル分布を繋

ぐためには式〨〱〮〴〴〩の条件が重要になってくる〮 この条件を局所詳細釣り合い条件という〮

この局所詳細釣り合い条件は物理的にはエネルギーの低い状態に確率的に行きやすいと

いうことを遷移レートに要請していることに相当する〮 特にエネルギーEX〨x〩が発散しな

いためには

W 〨x′|x〩 〽 〰 ⇔ W 〨x|x′〩 〽 〰, 〨〱〮〴〶〩

という条件が必要であり〬 この条件を仮定して話を進めることが多い〮 この条件は物理的

には系Xが浴と相互作用して状態x′から状態xへの変化が有限の確率で起こる時は状態xか

ら状態x′への変化という逆反応も有限の確率で起こりうるということに対応している〮 こ

の局所詳細釣り合い条件を〬 熱浴まで含めた全系のハミルトニアンダイナミクスから正当

化するための議論は例えば文献 せ〵そが挙げられる〮

また詳細釣り合い条件〨〱〮〳〶〩を満たさないような一般の状況においては〬 遷移レートの

対数比ぬのせW 〨x′|x〩/W 〨x|x′〩そは一般にある関数のxとx′の状態間の差分で書けるとは限ら

ない〮 よって局所詳細釣り合い条件は〬 系Xに接触している浴におけるエントロピーの変
化量、sbath〨x′|x〩を用いて〬

W 〨x′|x〩
W 〨x|x′〩

〽 づへば〨、sbath〨x′|x〩〩, 〨〱〮〴〷〩

のように一般化される〮

詳細釣り合い条件を満たさない具体例としては〬 複数の熱浴に接触した状況が挙げら

れる〮　例えば各遷移ごとに異なる単一の熱浴に接触するような状況を考えよう〮 このと

き状態x′から状態xの遷移の時に接触する熱浴の逆温度をβx′|x〨〽 βx|x′〩とすれば〬 局所詳

細釣り合い条件〨〱〮〴〷〩は、sbath〨x′|x〩 〽 βx′|x〨EX〨x〩 − EX〨x′〩〩のように与えられるが〬

βx′|xがxとx′に依存することからβx′|x〨EX〨x〩 − EX〨x′〩〩 〽 ぬの peqX 〨x′〩 − ぬの peqX 〨x〩の形で

与えられる平衡分布peqX 〨x〩は一般には存在しないため〬 詳細釣り合い条件〨〱〮〳〶〩は一般に

は満たされない〮

また〬 より一般の場合として〬 状態x′から状態xへの遷移が複数の浴によって行われる場

合にも局所詳細釣り合いは拡張可能である〮 それぞれの浴をνでラベルして

W 〨x′|x〩 〽
∑
ν

W (ν)〨x′|x〩 〨〱〮〴〸〩
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のように異なる浴νからくる遷移レートへの寄与W (ν)〨x′|x〩をあらわに書くとする〮 この

とき〬 局所詳細釣り合い条件は〬 各浴νにおけるエントロピーの変化量、sbath(ν)〨x′|x〩を用
いて

W (ν)〨x′|x〩
W (ν)〨x|x′〩

〽 づへば〨、sbath(ν)〨x′|x〩〩, 〨〱〮〴〹〩

の形で与えられる〮 このような局所詳細釣り合い条件〨〱〮〴〹〩を課した場合も〬 一般には詳細

釣り合い条件〨〱〮〳〶〩を満たさない〮

1.3.4 平衡/非平衡と定常/非定常

遷移レートW 〨x|x′〻 t〩が時間tに依存する一般の場合を含んだ場合に〬 平衡〯非平衡の

定義を再考察してまとめ直そう〮 定常状態は条件∂tpX〨x〻 t〩 〽 〰を満たすような定常分

布pX〨x〻 t〩 〽 pstX〨x〻 t〩で与えられ〬 そのときの定常状態での確率の流れJ st〨x|x′〻 t〩を

J st〨x|x′〻 t〩 〽 W 〨x|x′〻 t〩pstX〨x′〻 t〩−W 〨x′|x〻 t〩pstX〨x〻 t〩, 〨〱〮〵〰〩

のように定義すると ∑
x′

J st〨x|x′〻 t〩 〽 〰, 〨〱〮〵〱〩

が満たされる〮 もしもJ st〨x|x′〻 t〩 ̸〽 〰となるx ∈ {〱, . . . , N}〬 x′ ∈ {〱, . . . , N}の値が存在
した場合は〬 この定常状態は非平衡定常状態である〮 一方で定常状態で

J st〨x|x′〻 t〩 〽 〰 〨〱〮〵〲〩

が任意のx ∈ {〱, . . . , N}〬 x′ ∈ {〱, . . . , N}で成り立つ場合〬 その定常状態は平衡状態であ

る〮 その時の定常分布pstX〨x〻 t〩を平衡分布とよぶ〮

以上をまとめ直すと〬 平衡状態と非平衡定常状態と非定常状態の定義と〬 それらの分類

は次の表になる〮

表1.1 各状態の定義

状態 定義

非定常状態 ∂tpX〨x〻 t〩 ̸〽 〰

非平衡定常状態 ∂tpX〨x〻 t〩 〽 〰であり〬 J st〨x|x′〻 t〩 ̸〽 〰となるx〬 x′が存在

平衡状態 ∂tpX〨x〻 t〩 〽 〰であり〬 任意のx〬 x′でJ st〨x|x′〻 t〩 〽 〰

表1.2 非平衡/平衡と非定常/定常

状態 定常〯非定常 平衡〯非平衡

非定常状態 非定常 非平衡

非平衡定常状態 定常 非平衡

平衡状態 定常 平衡

このように平衡〯非平衡と定常〯非定常という言葉は各瞬間のpX〨x〻 t〩の時間変

化∂tpX〨x〻 t〩と〬 そのときの確率の流れJ〨x|x′〻 t〩の性質によって決まるものである〮 また

非定常状態も〬 遷移レートW 〨x|x′〻 t〩が時間に依存するかどうか〬 遷移レートが詳細釣り合

い条件を満たすかどうかで〬 より詳細に分類が可能である〮
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序論で述べたようにマスター方程式を用いることで〬 古典系の統計力学における平衡と

非平衡の特徴づけを行えることをみた〮 本章ではこのマスター方程式がどのような仮定か

ら導出されるのかをみていく〮 また確率微分方程式の一種であるがちのでづぶどの方程式とそのマ

スター方程式を用いた対応物であるうはににづひほぐぬちのっに方程式について説明を行う〮

2.1 確率の諸性質

まずは確率の性質をおさらいしよう〮 確率変数X 〽 {X1, . . . , Xn} 〨n ∈ N>0〩に

関する各確率変数の状態x 〽 {x1, . . . , xn} ∈ {〱, · · · , N}n をもつ同時確率分布
をpX1,...,Xn

〨x1, . . . , xn〩 〽 pX〨x〩と書こう〮 この同時確率分布は規格化∑
x

pX〨x〩 〽 〱, 〨〲〮〱〩

と非負性

pX〨x〩 ≥ 〰, 〨〲〮〲〩

を満たすとする〮

2.1.1 周辺化

この同時確率分布pX〨x〩から〬 m〨< n〩個の確率変数の組X1 〽 {X1, . . . , Xm} ⊂ Xに

関する状態x1 〽 {x1, . . . , xm}をとる同時確率分布pX1
〨x1〩を得ることができる〮 この操

作を周辺化という〮 具体的にはXm以降の確率変数X2 〽 {Xm+1, . . . , Xn}に関する状態
の組x2 〽 {xm+1, . . . , xn}に関して和をとることで

pX1
〨x1〩 〽

∑
x2

pX〨x〩 〽
∑
x2

pX1,X2
〨x1,x2〩, 〨〲〮〳〩

と同時確率分布pX1〨x1〩を得ることができる〮 pX1〨x1〩が同時確率分布とみなせることは〬

次のように規格化と非負性の条件から確かめられる〮 すなわち〬 規格化については∑
x1

pX1
〨x1〩 〽

∑
x

pX〨x〩 〽 〱, 〨〲〮〴〩

非負性については

pX1
〨x1〩 〽

∑
x2

pX〨x〩 ≥ 〰, 〨〲〮〵〩
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が成り立つ〮

2.1.2 条件付き確率分布

またある確率変数の組X1 〽 {X1, . . . , Xm}が状態x1 〽 {x1, . . . , xm}をとる条件の
下で、確率変数の組X2 〽 {Xm+1, . . . , Xn}が状態x2 〽 {xm+1, . . . , xn}を取る条件付
き確率分布pX2|X1

〨x2|x1〩 〽 pXm+1,...,Xn|X1,...,Xm
〨xm+1, . . . , xn|x1, . . . , xm〩は〬 規格

化
∑

x2
pX2|X1

〨x2|x1〩 〽 〱と非負性 pX2|X1
〨x2|x1〩 ≥ 〰〬 及び

pX2|X1
〨x2|x1〩pX1

〨x1〩 〽 pX〨x〩, 〨〲〮〶〩

を満たすものとする〮

またpX1〨x1〩 ̸〽 〰で成り立つ

pX2|X1
〨x2|x1〩 〽

pX〨x〩

pX1〨x1〩
, 〨〲〮〷〩

の形をあちべづびルールと呼ぶことがある〮 n 〽 〲の時は条件付き確率分布の定義は

pX1|X2
〨x1|x2〩 〽

pX2|X1
〨x2|x1〩pX1

〨x1〩

pX2〨x2〩
〽

pX2|X1
〨x2|x1〩pX1

〨x1〩∑
x1

pX2|X1
〨x2|x1〩pX1〨x1〩

, 〨〲〮〸〩

と書ける〮 この式を用いてX2というイベントが起きるかどうかでX1の確率がどう変わる

かを考察することがある〮 例えば〬 何らかの仮定を課した尤度関数pX2|X1
〨x2|x1〩を用い

て〬 事前確率pX1〨x1〩から事後確率pX1|X2
〨x1|x2〩を推定する手法はあちべづび推定と呼ばれて

いる〮

また条件付き確率分布の条件〨〲〮〷〩を使うことで〬

pX〨x〩 〽 pXn|X1,...,Xn−1
〨xn|x1, . . . , xn−1〩pX1,...,Xn−1

〨x1, . . . , xn−1〩

〽 · · ·

〽

n∏
k=2

pXk|X1,...,Xk−1
〨xk|x1, . . . , xk−1〩pX1

〨x1〩, 〨〲〮〹〩

のように同時確率分布を条件付き確率分布の積の形で記述する分解が可能である〮 この分

解を確率のっとちどの ひふぬづと呼ぶ〮

また〬 条件付き確率分布に対しても周辺化ができる〮 すなわち確率変数の組

がm < l < nを満たすようにX1 〽 {X1, . . . , Xm}〬 X2 〽 {Xm+1, . . . , Xl}〬
X3 〽 {Xl+1, . . . , Xn}のように三分割できるとし〬 対応する状態をそれぞ

れx1 〽 {x1, . . . , xm} 〬 x2 〽 {xm+1, . . . , xl}〬 x3 〽 {xl+1, . . . , xn}とおこう〮 こ

の時〬 っとちどの ひふぬづより

pX〨x〩 〽 pX2,X3|X1
〨x2,x3|x1〩pX1

〨x1〩

〽 pX3|X1,X2
〨x3|x1,x2〩pX2|X1

〨x2|x1〩pX1
〨x1〩, 〨〲〮〱〰〩

すなわち

pX2,X3|X1
〨x2,x3|x1〩 〽 pX3|X1,X2

〨x3|x1,x2〩pX2|X1
〨x2|x1〩, 〨〲〮〱〱〩

であり〬 両辺をx3に対して和をとると〬
∑

x3
pX3|X1,X2

〨x3|x1,x2〩 〽 〱より∑
x3

pX2,X3|X1
〨x2,x3|x1〩 〽 pX2|X1

〨x2|x1〩, 〨〲〮〱〲〩

が得られる〮 これは条件付き確率分布における周辺化だとみなせる〮
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2.1.3 確率変数間の独立性

また確率変数の組X1 〽 {X1, . . . , Xm}とX2 〽 {Xm+1, . . . , Xn}における〬 任意の状

態x1 〽 {x1, . . . , xm}とx2 〽 {xm+1, . . . , xn}に対して

pX1,X2〨x1,x2〩 〽 pX1〨x1〩pX2〨x2〩, 〨〲〮〱〳〩

を満たすとき〬 X1とX2は独立であるといい〬

X1 ⊥⊥ X2 〨〲〮〱〴〩

のように表記することがある〮 この独立性は条件付き確率分布の定義〨〿〿〩を用いて

pX2|X1
〨x2|x1〩 〽 pX2〨x2〩, 〨〲〮〱〵〩

のように書くことができる〮 この条件は〬 条件付き確率分布において確率変数の組X1の依

存性が存在しないことを主張している〮

さらに条件付き独立性についても説明しよう〮 確率変数の組X1 〽 {X1, . . . , Xm}〬
X2 〽 {Xm+1, . . . , Xl}〬 X3 〽 {Xl+1, . . . , Xn}に対応する任意の状態x1 〽

{x1, . . . , xm} 〬 x2 〽 {xm+1, . . . , xl}〬 x3 〽 {xl+1, . . . , xn}に対して

pX2,X3|X1
〨x2,x3|x1〩 〽 pX2|X1

〨x2|x1〩pX3|X1
〨x3|x1〩, 〨〲〮〱〶〩

を満たすとき〬 X2とX3はX1の下で独立であるといい〬

X2 ⊥⊥ X3 | X1 〨〲〮〱〷〩

のように表記することがある〮 条件付き確率分布の定義を〨〿〿〩を用いると上の議論と同様

に

pX3|X1,X2
〨x3|x2,x1〩 〽 pX3|X1

〨x3|x1〩, 〨〲〮〱〸〩

と書くことができる〮

またベイジアンネットワーク理論という条件付き独立性に関する記述の工夫について少

し触れよう〮 今X3 〽 Xk〬 {X1, . . . , Xk−1} 〽 X1 ∪X2とし〬 X1をXkの親〨ばちひづのぴび〩とい

う意味のぐち〨Xk〩という表記を用いてX1 〽 ぐち〨Xk〩 ⊂ {X1, . . . , Xk−1}と表記する〮 条件

付き独立の式〨〲〮〱〸〩はこの時〬

pXk|X1,...,Xk−1
〨xk|x1, . . . , xk−1〩 〽 pXk|Pa(Xk)〨xk|ばち〨xk〩〩, 〨〲〮〱〹〩

と記述することができる〮 ただしばち〨xk〩は確率変数の組ぐち〨Xk〩に対応する状態

ばち〨xk〩 〽 {xl|Xl ∈ ぐち〨Xk〩} ⊂ {x1, . . . , xk−1}, 〨〲〮〲〰〩

を表す〮 このときっとちどの ひふぬづ 〨〲〮〹〩式は以下のように非常にシンプルな形で書くことが可能

である〬

pX〨x〩 〽

n∏
k=2

pXk|Pa(Xk)〨xk|ばち〨xk〩〩pX1〨x1〩. 〨〲〮〲〱〩

このようなっとちどの ひふぬづの表現は〬 確率変数間の複雑な条件付き独立性を表現するのに有用

であり〬 特にぐち〨Xk〩の具体的な入り方を〬 確率変数Xkをノード〬 親の依存性ぐち〨Xk〩を有
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向なエッジで表現することで〬 有向非巡回グラフ〨いぁぇ〩で表現する理論はベイジアンネッ

トワーク せ〶そと呼ばれる〮 ベイジアンネットワークは確率間の依存性を直感的に理解するの

に有用なツールであり〬 例えばベイジアンネットワークを用いると周辺化をグラフの操作

として取り扱うことが可能である〮

2.1.4 状態が連続の場合

ここまでの議論は離散状態xk ∈ {〱, . . . , N} 〨N ∈ N>0〩に対して議論を行なっていたが〬

状態の値が連続量xk ∈ Rをとる確率密度分布の場合でも同様に確率の諸性質が定義でき
る〮 すなわち確率変数X 〽 {X1, . . . , Xn}に関する各確率変数の状態x 〽 {x1, . . . , xn} ∈
Rn をもつ同時確率分布をPX1,...,Xn

〨x1, . . . , xn〩 〽 PX〨x〩は規格化∫
dxPX〨x〩 〽 〱, 〨〲〮〲〲〩

と非負性

PX〨x〩 ≥ 〰, 〨〲〮〲〳〩

を満たし〬 周辺化を ∫
dx1PX1,X2

〨x1,x2〩 〽 PX2
〨x2〩, 〨〲〮〲〴〩

とすれば〬 各諸性質が同様に定義可能である〮 ただしX1 〽 {X1, . . . , Xm}〬 x1 〽

{x1, . . . , xm}〬 X2 〽 {Xm+1, . . . , Xn}〬 x2 〽 {xm+1, . . . , xn}としている〮 今後〬 特に

注意書きがない場合は離散状態xk ∈ {〱, . . . , N}に対して議論を行なっていくが〬 連続状

態xk ∈ Rでも
∑N

x=1を
∫
dxに置き換えることで同様の議論が可能であることに注意して

読み進めてほしい〮

2.2 Markov連鎖

先ほど〬 ベイジアンネットワークにによる表記の工夫について説明したが〬 ここで

はぐち〨Xk〩 〽 Xk−1と書けるケースについてより詳しく考えていこう〮 すなわち条件付き

確率分布が

pXk|X1,...,Xk−1
〨xk|x1, . . . , xk−1〩 〽 pXk|Xk−1

〨xk|xk−1〩, 〨〲〮〲〵〩

を満たすような状況を考える〮 このような状況をきちひにはぶ連鎖をよぼう〮 このきちひにはぶ連鎖

の状況は〬 標語的には確率変数Xkが直前の確率変数Xk−1のみに依存し〬 それ以前の確率

変数の組{Xk−2, . . . , X1}に直接依存しない状況という風に言えるだろう〮 また〬 このとき〬

確率のっとちどの ひふぬづは

pX〨x〩 〽

n∏
k=2

pXk|Xk−1
〨xk|xk−1〩pX1

〨x1〩, 〨〲〮〲〶〩

で与えられる〮 このきちひにはぶ連鎖の状況は

X1 → X2 → X3 → · · ·Xn, 〨〲〮〲〷〩
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と表記することがある〮

もしもX1 → X2 → X3 → · · ·Xnというきちひにはぶ連鎖がある状況では〬 任意の〱 ≤ i <

j < k ≤ nをを満たす〳点i, j, kに対して

pXi,Xj ,Xk
〨xi, xj , xk〩 〽 pXk|Xj

〨xk|xj〩pXj |Xi
〨xj |xi〩pXi

〨xi〩, 〨〲〮〲〸〩

となり〬 Xi → Xj → Xkというきちひにはぶ連鎖になる〮 このことは次のように示せる〮

X1 〽 {X1, . . . , Xi−1}〬 X2 〽 {Xi+1, . . . , Xj−1}〬 X3 〽 {Xj+1, . . . , Xk−1}とし〬 対応す

る状態をx1 〽 {x1, . . . , xi−1}〬 x2 〽 {xi+1, . . . , xj−1}〬 x3 〽 {xj+1, . . . , xk−1}としよう〮

このとき

pX3,Xk|Xi,Xj
〨x3, xk|xi, xj〩pXi,Xj

〨xi, xj〩

〽
∑
x1,x2

k∏
k′=j+1

pXk′ |Xk′−1
〨xk′ |xk′−1〩pX1,Xi,X2,Xj 〨x1, xi,x2, xj〩

〽

k∏
k′=j+1

pXk′ |Xk′−1
〨xk′ |xk′−1〩pXi,Xj 〨xi, xj〩, 〨〲〮〲〹〩

及び

pX3,Xk|Xj
〨x3, xk|xj〩pXj 〨xj〩

〽
∑

x1,xi,x2

k∏
k′=j+1

pXk′ |Xk′−1
〨xk′ |xk′−1〩pX1,Xi,X2,Xj

〨x1, xi,x2, xj〩

〽

k∏
k′=j+1

pXk′ |Xk′−1
〨xk′ |xk′−1〩pXj 〨xj〩, 〨〲〮〳〰〩

より〬

pX3,Xk|Xi,Xj
〨x3, xk|xi, xj〩 〽

k∏
k′=j+1

pXk′ |Xk′−1
〨xk′ |xk′−1〩

〽 pX3,Xk|Xj
〨x3, xk|xj〩 〨〲〮〳〱〩

が成り立つため〬 ここにX3に対する周辺化を課せば 〬

pXk|Xi,Xj
〨xk|xi, xj〩 〽

∑
x3

pX3,Xk|Xi,Xj
〨x3, xk|xi, xj〩

〽
∑
x3

pX3,Xk|Xj
〨x3, xk|xj〩 〽 pXk|Xj

〨xk|xj〩, 〨〲〮〳〲〩

とXkとXiがXjのもとでの条件付き独立であることが言える〮 この条件付き独立性

Xi ⊥⊥ Xk | Xj , 〨〲〮〳〳〩

はきちひにはぶ連鎖

Xi → Xj → Xk. 〨〲〮〳〴〩

であることとと等価である〮 なぜならばこの条件付き独立性の式〨〲〮〳〲〩の両辺

にpXi,Xj
〨xi, xj〩をかけると

pXk|Xi,Xj
〨xk|xi, xj〩pXi,Xj

〨xi, xj〩 〽 pXk|Xj
〨xk|xj〩pXi,Xj

〨xi, xj〩, 〨〲〮〳〵〩

pXi,Xj ,Xk
〨xi, xj , xk〩 〽 pXk|Xj

〨xk|xj〩pXj |Xi
〨xj |xi〩pXi〨xi〩, 〨〲〮〳〶〩
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と式〨〲〮〲〸〩のXi → Xj → Xkというきちひにはぶ連鎖に相当するからである〮 以上より〬 X1 →
X2 → X3 → · · ·XnならばXi → Xj → Xkが示せた〮

2.3 Chapman–Kolmogorov方程式

これからきちひにはぶ連鎖の中に時間を入れていくことを考える〮　この時間の情報が入っ

たきちひにはぶ連鎖はきちひにはぶ過程と呼ばれている〮 このきちひにはぶ過程において成立する方程式

である ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式について以下説明していこう 〮

2.3.1 Markov過程

ここまでの議論では確率変数Xkについての詳細には何も触れていなかった〮 同時確率

分布pX〨x〩を用いて物理的な系の時間発展を議論したい場合は〬 時間という概念を陽に入

れて考察する必要がある〮 今〬 確率変数をXkを時刻tk ∈ Rの系Xの状態xkを表す確率変数

とすることにしよう〮 ただし時刻tkはt1 < t2 < ... < tnを満たしているとする〮 この時〬 条

件付き確率分布

pXk|X1,...,Xk−1
〨xk|x1, . . . , xk−1〩, 〨〲〮〳〷〩

は時刻tk−1までの状態x1, . . . , xk−1に基づいて次の時刻tkでの状態xkが決定する確率を与

えるものだと考えられる〮

このような確率的に時間発展するダイナミクスを確率過程と呼び〬 特に確率過程

がきちひにはぶ連鎖

pX〨x〩 〽

n∏
k=2

pXk|Xk−1
〨xk|xk−1〩pX1

〨x1〩, 〨〲〮〳〸〩

を用いて記述できるとき〬 その確率過程をきちひにはぶ過程と呼ぶ〮

2.3.2 Chapman–Kolmogorov方程式

きちひにはぶ連鎖の性質から〬 きちひにはぶ過程においてもti < tj < tkに対して

pXi,Xj ,Xk
〨xi, xj , xk〩 〽 pXk|Xj

〨xk|xj〩pXj |Xi
〨xj |xi〩pXi

〨xi〩, 〨〲〮〳〹〩

が成り立つ〮 状態が離散状態である場合は〬 この式でxjで和をとり両辺をpXi〨xi〩で割るこ

とで

pXk|Xi
〨xk|xi〩 〽

∑
xj

pXk|Xj
〨xk|xj〩pXj |Xi

〨xj |xi〩 〨〲〮〴〰〩

がi < j < kを満たす任意のi, j, kに対して得られる〮 この式をぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方

程式とよぶ〮 また時刻の依存性を陽に入れて〬 pXk|Xj
〨xk|xj〩 〽 p〨x3〻 t3|x2〻 t2〩〬

pXj |Xi
〨xj |xi〩 〽 p〨x2〻 t2|x1〻 t1〩〬 pXk|Xi

〨xk|xi〩 〽 p〨x3〻 t3|x1〻 t1〩のように書き直すと〬

ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式は

p〨x3〻 t3|x1〻 t1〩 〽
∑
x2

p〨x3〻 t3|x2〻 t2〩p〨x2〻 t2|x1〻 t1〩, 〨〲〮〴〱〩
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で与えられる〮ここでp〨x〻 t|y〻 s〩は時刻s〨< t〩に状態yにいるという条件のもとで時刻tで状

態xにいる確率をあらわす量である〮 この表記から分かるようにぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方

程式はきちひにはぶ過程のときにp〨x〻 t|y〻 s〩が満たす条件を表している〮 きちひにはぶ過程におい

てはぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式を満たす関数p〨x〻 t|y〻 s〩をtとsの関数として一意に

決定することが可能であり〬 時刻sよりも過去の時刻の知識を必要としない〮 この関

数p〨x〻 t|y〻 s〩は遷移確率と呼ばれている〮

もしも状態xkが連続量xk ∈ Rの場合は〬　同様に PXk|Xj
〨xk|xj〩 〽 P 〨x3〻 t3|x2〻 t2〩〬

PXj |Xi
〨xj |xi〩 〽 P 〨x2〻 t2|x1〻 t1〩〬 PXk|Xi

〨xk|xi〩 〽 P 〨x3〻 t3|x1〻 t1〩という表記を用いれ

ば〬 ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式は

P 〨x3〻 t3|x1〻 t1〩 〽

∫
dx2P 〨x3〻 t3|x2〻 t2〩P 〨x2〻 t2|x1〻 t1〩, 〨〲〮〴〲〩

と書ける〮 この形はP 〨x〻 t|y〻 s〩を決定する積分方程式の一種とみなせるだろう〮

また〬 ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式を満たすような非負性と規格化を満たす

関数p〨x〻 t|y〻 s〩 〨もしくはP 〨x〻 t|y〻 s〩〩に対して〬 確率分布の周辺化pX〨x〻 t〩 〽∑
y p〨x〻 t|y〻 s〩pX〨y〻 s〩 〨もしくはPX〨x〻 t〩 〽

∫
dyP 〨x〻 t|y〻 s〩PX〨y〻 s〩〩を満たすよ

うな非負性と規格化を満たした関数pX〨x〻 t〩 〨もしくはPX〨x〻 t〩〩が導入可能な場合〬 一意

にきちひにはぶ過程を決定することができる〮 このpX〨x〻 t〩に関する時間発展を与える方程式は

マスター方程式に相当しており〬 これは積分方程式であるぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式

の微分形とみなすことができる〮

2.4 マスター方程式

以前紹介したマスター方程式は〬 きちひにはぶ過程の時に成立するぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方

程式から導出できることを見ていこう〮

2.4.1 離散状態の場合

ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式を積分方程式の一種とみなした場合〬 この積分方程式に

対応する微分方程式を考えることができる〮 この微分方程式がマスター方程式であること

をこれから見ていこう〮 まずは状態が離散の場合を考察しよう〮

きちひにはぶ過程であるので〬 ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式を満たす関数p〨x3〻 t3|x2〻 t2〩は

時間t3〬 t2の関数として与えられる〮 ここで微小時間dt > 〰を導入し〬 t2はt1 < t2 < t3を満

たすようにt2 〽 t3 − dtとおこう〮 すると〬 ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式〨〲〮〴〱〩における

項p〨x3〻 t3|x2〻 t2〩は

p〨x3〻 t3|x2〻 t2〩 〽 p〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩, 〨〲〮〴〳〩

と形式的に書ける〮 この関数に対して

ぬどね
dt→0

p〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽 δx3x2
, 〨〲〮〴〴〩

であることを要請しよう〮 この要請はdt → 〰の極限で〬 時刻t2のときに状態がx2であれば〬

時刻t3 〽 t2〫dtのときに状態がx3 〽 x2である確率が〱かつ〬それ以外の確率x3 ̸〽 x2は〰に

なるという物理的な要請になっている〮 またこのような極限の要請が可能なのは〬 任意の
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時間幅dtに対してぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式を満たす関数p〨x〻 t|y〻 s〩で閉じた式とし
てp〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩が計算可能であるというきちひにはぶ過程の特殊性を使っていると考え

ることもできる〮

次にdtが有限の時の〬 dtの一次のオーダーの係数をW 〨x3|x2〻 t2〩と書くことにしよう〮 こ

の時 dtの一次のオーダーまでは

p〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽 δx3x2
〫W 〨x3|x2〻 t2〩dt〫O〨dt2〩. 〨〲〮〴〵〩

と形式的に書けるはずである〮ただしO〨dt2〩はdt2以下のオーダーを表すランダウの記号で

あり〬 ぬどねdt→0 O〨dt2〩/dt 〽 〰となる寄与である〮 dtが十分小さい時に p〨x3〻 t2〫dt|x2〻 t2〩の

非負性を満たすためにはx3 ̸〽 x2で

W 〨x3|x2〻 t2〩 ≥ 〰, 〨〲〮〴〶〩

が満たされる必要があり〬 また確率の規格化条件∑
x3

p〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽 〱, 〨〲〮〴〷〩

を満たすためには ∑
x3

W 〨x3|x2〻 t2〩 〽 〰, 〨〲〮〴〸〩

W 〨x2|x2〻 t2〩 〽 −
∑

x3|x3 ̸=x2

W 〨x3|x2〻 t2〩 ≤ 〰, 〨〲〮〴〹〩

が条件として課される〮

さてO〨dt2〩を無視したdtまでのオーダーでの式〨〲〮〴〵〩の表現をぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方

程式〨〲〮〴〱〩に代入してみよう〮 すると

p〨x3〻 t2 〫 dt|x1〻 t1〩 〽
∑
x2

せδx3,x2
〫W 〨x3|x2〻 t2〩dtそp〨x2〻 t2|x1〻 t1〩

〽 p〨x3〻 t2|x1〻 t1〩 〫 dt
∑
x2

W 〨x3|x2〻 t2〩p〨x2〻 t2|x1〻 t1〩, 〨〲〮〵〰〩

より〬

p〨x3〻 t2 〫 dt|x1〻 t1〩− p〨x3〻 t2|x1〻 t1〩

dt

〽
∑
x2

W 〨x3|x2〻 t2〩p〨x2〻 t2|x1〻 t1〩

〽
∑

x2|x2 ̸=x3

せW 〨x3|x2〻 t2〩p〨x2〻 t2|x1〻 t1〩−W 〨x2|x3〻 t2〩p〨x3〻 t2|x1〻 t1〩そ

〽
∑
x2

せW 〨x3|x2〻 t2〩p〨x2〻 t2|x1〻 t1〩−W 〨x2|x3〻 t2〩p〨x3〻 t2|x1〻 t1〩そ 〨〲〮〵〱〩

が得られる〮 ただし〬 ここではW 〨x2|x2〻 t2〩 〽 −
∑

x3|x3 ̸=x2
W 〨x3|x2〻 t2〩の条件を用い

た〮 この式は〬 条件付き確率分布に対するマスター方程式相当になっている〮　さらに

式〨〲〮〵〱〩の両辺にpXi
〨xi〩 〽 pX〨x1〻 t1〩をかけてxiに関する和をとる周辺化を行うと〬 周辺
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化した確率分布pX〨x〻 t〩 〽
∑

x1
p〨x〻 t|x1〻 t1〩pX〨x1〻 t1〩に対しても〬

pX〨x3〻 t2 〫 dt〩− pX〨x3〻 t2〩

dt

〽
∑
x2

W 〨x3|x2〻 t2〩pX〨x2〻 t2〩

〽
∑
x2

せW 〨x3|x2〻 t2〩pX〨x2〻 t2〩−W 〨x2|x3〻 t2〩pX〨x3〻 t2〩そ, 〨〲〮〵〲〩

が成立する〮 よって〬 x2 〽 x′〬 x3 〽 x〬 t2 〽 tという表記を導入してdt → 〰の極限を考察

すると〬

∂

∂t
pX〨x〻 t〩 〽

∑
x′

W 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩

〽
∑
x′

せW 〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩−W 〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩そ, 〨〲〮〵〳〩

が得られる〮　これは〱章で考察したマスター方程式となっており〬 係数として導入し

たW 〨x|x′〻 t〩は時刻tでのx′からxへの遷移レートに相当していたことがわかる〮　

2.4.2 連続状態の場合

状態が連続量の場合x ∈ Rについても同様のマスター方程式が考察できる〮 ただ

しx2 〽 x3の時の確率分布P 〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩の特異性をデルタ関数δ〨x3 − x2〩を用いて

扱わなければならないので若干の注意が必要である〮 連続量の場合は

ぬどね
dt→0

P 〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽 δ〨x3 − x2〩 〨〲〮〵〴〩

を満たすdtオーダーの展開として

P 〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽 せ〱 〫W〨x2〻 t2〩dtそδ〨x3 − x2〩 〫W 〨x3|x2〻 t2〩dt 〨〲〮〵〵〩

という項W〨x2〻 t2〩を陽に考える必要がある〮 これはx2 〽 x3で特異性を持たな

いW 〨x3|x2〻 t2〩という係数を用いる場合に〬 x2 〽 x3の時のdtオーダーの寄与を正確に取

り扱う必要性からくる項である〮 確率の非負性からx3 ̸〽 x2で

W 〨x3|x2〻 t2〩 ≥ 〰, 〨〲〮〵〶〩

であり〬 確率の規格化
∫
dx3P 〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽 〱から〬

W〨x2〻 t2〩 〽 −
∫

dx′W 〨x′|x2〻 t2〩 〨〲〮〵〷〩

が課される〮

以上の条件をまとめると連続状態における条件付き確率は

P 〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩

〽

[
〱−

∫
dx′W 〨x′|x2〻 t2〩dt

]
δ〨x3 − x2〩 〫W 〨x3|x2〻 t2〩dt, 〨〲〮〵〸〩

で与えられる〮 これは〬 デルタ関数が条件分岐を表現していると考えることで〬 離散状態の

時における条件付き確率

p〨x3〻 t2 〫 dt|x2〻 t2〩 〽

{
〱−

∑
x3|x3 ̸=x2

W 〨x3|x2〻 t2〩dt 〨x2 〽 x3〩

W 〨x3|x2〻 t2〩dt 〨x2 ̸〽 x3〩
〨〲〮〵〹〩
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の対応物だとみなすことができるだろう〮

よって連続バージョンのぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式〨〲〮〴〲〩に式〨〲〮〵〸〩を代入すると

P 〨x3〻 t2 〫 dt|x1〻 t1〩− P 〨x3〻 t2|x1〻 t1〩

dt

〽 W〨x3〻 t2〩P 〨x3〻 t2|x1〻 t1〩 〫

∫
dx2W 〨x3|x2〻 t2〩P 〨x2〻 t2|x1〻 t1〩

〽

∫
dx′せW 〨x3|x′〻 t2〩P 〨x′, t2|x1〻 t1〩−W 〨x′|x3〻 t2〩P 〨x3〻 t2|x1〻 t1〩そ, 〨〲〮〶〰〩

が得られる〮 さらにPXi
〨xi〩 〽 PX〨x1〻 t1〩〬 x3 〽 x〬 t2 〽 tという表記を導入

し〬 PXi
〨xi〩 〽 PX〨x1〻 t1〩を両辺にかけてx1で積分して周辺化を行い〬 PX〨x〻 t〩 〽∫

dx1P 〨x〻 t|x1〻 t1〩PX〨x1〻 t1〩という表記を用いてdt → 〰の極限を取ることで〬 離散状態

の時と同様に

∂tPX〨x〻 t〩 〽

∫
dx′ せW 〨x|x′〻 t〩PX〨x′〻 t〩−W 〨x′|x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ , 〨〲〮〶〱〩

という連続量に対するマスター方程式が得られる〮 ただし〬 ここでW 〨x|x′〻 t〩は時刻tで

のx′からxへの遷移レートに相当する〮

また〬 式〨〲〮〶〰〩に対してdt → 〰の極限を取り〬 x3 〽 x〬 x1 〽 y t2 〽 t〬 t1 〽 sという表記

を導入すると〬

∂tP 〨x〻 t|y〻 s〩 〽
∫

dx′ せW 〨x|x′〻 t〩P 〨x〻 t|y〻 s〩−W 〨x′|x〻 t〩P 〨x〻 t|y〻 s〩そ , 〨〲〮〶〲〩

のように条件付き確率の時間発展についても同じ遷移レートで与えられる〮 この条件付き

確率に関する時間発展の式も〬 条件付き確率に関するマスター方程式と呼ばれることがあ

る〮

以上のように状態が離散か連続かによらず〬 ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式からマスタ

ー方程式が導出できた〮　よって系Xの確率過程がもしきちひにはぶ過程ならば〬 マスター方

程式で確率分布の時間発展が記述されることが一般的に言える〮 よって〬 〱章での議論

はきちひにはぶ過程一般で成立する話になっている〮

また実際に直前の状態のみに依存して確率的に時間発展するというきちひにはぶ過程の設定

は〬 物理的には系Xが十分大きい浴に接触した状況でのダイナミクスの現象の記述として
妥当なことが多いため〬 広いクラスのダイナミクスで〱章の議論は成立する〮 ただし〬 浴の

サイズが有限であることで浴の状態が系Xの状態の履歴に強く依存するような場合はその
限りではなく〬 その場合は非きちひにはぶ過程として単純な形のマスター方程式での取り扱い

はできない〮

もしも同じような手法で一般に非きちひにはぶ過程を扱おうとした場合〬 ぃとちばねちのほ

かはぬねはではひはぶ方程式相当はより一般のっとちどの ひふぬづに関する周辺化の式で与える必要があり〬

そこからは形式的には過去の全ての状態に依存する条件付き確率分布の時間発展の式が〬

過去全ての状態に依存した式として導出される〮 またその条件付き確率を周辺化してマス

ター方程式相当を得る場合〬 遷移レートに相当する量は周辺化の計算から確率分布に依存

した形になりえ〬一般に確率分布に対する線形な方程式にはならない〮

2.5 Fokker–Planck方程式

連続状態におけるマスター方程式の重要な例であるうはににづひほぐぬちのっに方程式について〬 以



〲〮〵 うはににづひほぐぬちのっに方程式 〲〵

下説明を行う〮

2.5.1 Kramers–Moyal展開

ここでは状態が連続の場合のマスター方程式について〬 偏微分を用いた表現で書き下す

ことを行おう〮まず連続状態x ∈ R〨x′ ∈ R〩に対するマスター方程式〨〲〮〶〱〩は〬 r 〽 x−x′と

いう変数を導入して〬 W 〨x|x′〻 t〩 〽 w〨r|x′〻 t〩という変化差分を用いた遷移レートの表記を

用いると〬

∂tPX〨x〻 t〩 〽

∫
dr せW 〨x|x− r〻 t〩PX〨x− r〻 t〩−W 〨x− r|x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ

〽

∫
dr せw〨r|x− r〻 t〩PX〨x− r〻 t〩− w〨−r|x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ , 〨〲〮〶〳〩

と書き直すことができる〮 ここでw〨r|x− r〻 t〩PX〨x− r〻 t〩に対する次のようなごちべぬはひ展開

を考えよう〮

w〨r|x− r〻 t〩PX〨x− r〻 t〩 〽

∞∑
k=0

〨−r〩k

k〡
〨∂x〩

kせw〨r|x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ. 〨〲〮〶〴〩

このごちべぬはひ展開をマスター方程式〨〲〮〶〳〩に代入すると

∂tPX〨x, t〩 〽

∞∑
k=1

〨−〱〩k

k〡
〨∂x〩

k

[[∫
drrkw〨r|x〻 t〩

]
PX〨x〻 t〩

]
〫

∫
dr せw〨r|x〻 t〩PX〨x〻 t〩− w〨−r|x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ

〽

∞∑
k=1

〨−〱〩k

k〡
〨∂x〩

k

[[∫
drrkw〨r|x〻 t〩

]
PX〨x〻 t〩

]
, 〨〲〮〶〵〩

と書き直すことができる〮 ただし〬 k 〽 〰の項を分離して
∫
drw〨r|x〻 t〩 〽

∫
drw〨−r|x〻 t〩で

あることを用いた〮 よって〬 まとめ直すとマスター方程式は

∂tPX〨x〻 t〩 〽

∞∑
k=1

〨−〱〩k

k〡
〨∂x〩

kせA(k)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ, 〨〲〮〶〶〩

A(k)〨x〻 t〩 〽

∫
drrkw〨r|x〻 t〩. 〨〲〮〶〷〩

という偏微分方程式の展開で与えられる〮 この展開はかひちねづひびほきはべちぬ展開と呼ばれてい

る〮

2.5.2 Fokker–Planck方程式

連続状態のマスター方程式の物理的に重要な例として〬 かひちねづひびほきはべちぬ展開における

展開が二次までで与えられる状況を考えよう〮 すなわち

∂tPX〨x〻 t〩 〽 −∂xせA
(1)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ 〫

〱

〲
〨∂x〩

2せA(2)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ, 〨〲〮〶〸〩

という状況である〮 この式〨〲〮〶〸〩はうはににづひほぐぬちのっに方程式と呼ばれている〮

このうはににづひほぐぬちのっに方程式が正当化されるような状況設定は〬 ごちべぬはひ展開の二次への打

ち切りが正当化されるような状況である〮 例えば〬 微小な|r|だけw〨r|x′〻 t〩は有限の値をも
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ち〬 十分大きい|r|ではw〨r|x′〻 t〩 ≃ 〰とみなせるような局所的な状態遷移しか起きないとき

にはこの打ち切りが正当化されうる〮

またうはににづひほぐぬちのっに方程式〨〲〮〶〸〩を連続の式の形で次のように書き直すことが可能であ

る〮

∂tPX〨x〻 t〩 〽 −∂xせνX〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ 〽 −∂xせjX〨x〻 t〩そ, 〨〲〮〶〹〩

jX〨x〻 t〩 〽 A(1)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩− 〱

〲
∂xせA

(2)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ. 〨〲〮〷〰〩

連続の式の視点に立つと〬 νX〨x〻 t〩は速度場を意味し〬 jX〨x, t〩は流れを意味する項になっ

ている〮 定常状態の条件はjX〨x, t〩を用いると

−∂xせjX〨x〻 t〩そ 〽 〰, 〨〲〮〷〱〩

とすることができる〮 これは以前に議論した離散状態x ∈ {〱, . . . , N}〬 x′ ∈ {〱, . . . , N}の
マスター方程式における定常状態の条件

N∑
x′=1

J〨x|x′〻 t〩 〽 〰, 〨〲〮〷〲〩

の対応物だと考えることができる〮 実際〬 微分演算子∂xは十分小さいdxに対して

−∂xせjX〨x〻 t〩そ 〽
jX〨x, t〩

dx
− jX〨x〫 dx, t〩

dx
〫O〨dx〩, 〨〲〮〷〳〩

を与えるので〬 項jX〨x, t〩/dxと項−jX〨x 〫 dx, t〩/dxの足し合わせという視点から〬 離散

状態における和
∑N

x′=1の対応物とみなせばよい〮 同様のアナロジーから〬 連続状態におけ

る平衡状態の条件を〬

jX〨x〻 t〩 〽 〰, 〨〲〮〷〴〩

を任意のxで満たすこととして導入しておこう〮 物理的にはこの平衡状態はjX〨x〻 t〩 〽 〰と

いう流れが存在しないような状況に相当している〮 一方で〬 定常状態はjX〨x〻 t〩 〽 っはのびぴ.と

いう一定の流れが無限遠まで存在するような状況に相当する〮

2.5.3 多次元のFokker–Planck方程式

状態xとしてx 〽 y 〽 {y1, . . . , yd} ∈ Rdのようにd次元の連続な状態を考える場合〬 一

次元のうはににづひほぐぬちのっに方程式を求めた時と同様に〬 マスター方程式から多変数のごちべぬはひ展

開を用いたかひちねづひびほきはべちぬ展開を経由して〬 うはににづひほぐぬちのっに方程式を得ることで〬 次のよ

うな形のうはににづひほぐぬちのっに方程式を求めることができる〮

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 −
∑
i

∂yi せjYi〨y〻 t〩そ, 〨〲〮〷〵〩

jYi〨y〻 t〩 〽 A
(1)
i 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩−

∑
j

〱

〲
∂yj せA

(2)
ij 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩そ. 〨〲〮〷〶〩

またjY 〨y〻 t〩 〽 〨jY1
〨y〻 t〩, jY2

〨y〻 t〩, . . . , jYd
〨y〻 t〩〩Tのようなベクトルを導入し〬 ナブラ演

算子∇を使うと

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 〽 −∇ · せjY 〨y〻 t〩そ, 〨〲〮〷〷〩
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のように書くこともできる〮

定常状態の条件はこのとき∑
i

∂yi せjYi〨y〻 t〩そ 〽 ∇ · せjY 〨y〻 t〩そ 〽 〰, 〨〲〮〷〸〩

で与えられ〬 平衡の条件は任意のi〬 yで

jYi
〨y〻 t〩 〽 〰, 〨〲〮〷〹〩

で与えられる〮 定常状態は〱次元の場合は空間的に一様な流れ〨jX〨x〻 t〩 〽 っはのびぴ.〩しか

あり得なかったが〬 〲次元以上の場合は和
∑

iが入っているため〬 例えばY1Y2面内で回転

するような流れがあるような状況でも定常条件は満たされうる〮 特にd 〽 〳の場合は〬

jY 〨y〻 t〩 〽 ∇ × A〨y〻 t〩のようなベクトルA〨y〻 t〩 ∈ R3がある場合に定常状態の条件が

∇ · せjY 〨y〻 t〩そ 〽 ∇ · 〨∇×A〨y〻 t〩〩 〽 〰のように満たされることがわかる〮

2.5.4 移流拡散方程式とBrown運動

うはににづひほぐぬちのっに方程式〨〲〮〶〸〩は〬 例えば溶媒内におけるあひはぷの運動をする粒子の拡散の

ダイナミクスを記述するときによく使われている〮 x ∈ Rの〱次元のうはににづひほぐぬちのっに方程式

において〬 A(1)〨x〻 t〩を含む項は移流項〬 A(2)〨x〻 t〩を含む項は拡散項と見なすことができ

る〮 溶媒の逆温度をβ ∈ R≥0〬 溶媒の易動度をµ ∈ R≥0とする〮 この溶媒の中であひはぷの粒子

がポテンシャルUX〨x〩 ∈ Rで駆動されて移流拡散している場合には〬 移流項がポテンシャ

ル力−∂xUX〨x〩で駆動されて〬 拡散項は温度β−1に比例するとして

A(1)〨x〻 t〩 〽 −µ∂xUX〨x〩, 〨〲〮〸〰〩

A(2)〨x〻 t〩 〽 〲µβ−1. 〨〲〮〸〱〩

とおくことで〬 うはににづひほぐぬちのっに方程式を次のような移流拡散方程式の一種として扱うこと

ができる〮

∂tPX〨x〻 t〩 〽 µ∂xせ〨∂xUX〨x〩〩PX〨x〻 t〩そ 〫 µβ−1〨∂x〩
2せPX〨x〻 t〩そ. 〨〲〮〸〲〩

ただしここで易動度µは摩擦係数の逆数に相当する比例係数である〮

このモデル化の尤もらしさは〬 次のように平衡分布を考察することでも確かめることが

できるだろう〮 まず連続の式の表現〨〲〮〶〹〩において式〨〲〮〸〲〩は

jX〨x〻 t〩 〽 −µ∂xUX〨x〩PX〨x〻 t〩− µβ−1∂xせPX〨x〻 t〩そ, 〨〲〮〸〳〩

νX〨x〻 t〩 〽 −µ∂xせUX〨x〩 〫 β−1 ぬのPX〨x〻 t〩そ. 〨〲〮〸〴〩

と書くことができる〮 平衡の条件はjX〨x〻 t〩 〽 〰〬 すなわちνX〨x〻 t〩 〽 〰でもあるため〬 任

意のx ∈ RでνX〨x〻 t〩 〽 〰を満たす平衡分布P eq
X 〨x〩は

UX〨x〩 〫 β−1 ぬのP eq
X 〨x〩 〽 っはのびぴ., 〨〲〮〸〵〩

より〬

P eq
X 〨x〩 〽

づへば〨−βUX〨x〩〩∫
dx づへば〨−βUX〨x〩〩

, 〨〲〮〸〶〩

というカノニカル分布で与えられることが確認できる〮
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またカノニカル分布を用いると速度場νX〨x〻 t〩は

νX〨x〻 t〩 〽 −µβ−1∂x ぬの

(
PX〨x〻 t〩

P eq
X 〨x〩

)
, 〨〲〮〸〷〩

のようにぬのPX〨x〻 t〩 − ぬのP eq
X 〨x〩の勾配∂xせぬのPX〨x〻 t〩 − ぬのP eq

X 〨x〩そに比例した形で記述さ

れる〮 この表記を用いるとうはににづひほぐぬちのっに方程式は

∂tPX〨x〻 t〩 〽 ∂x

[
µβ−1PX〨x〻 t〩∂x

(
ぬの

PX〨x〻 t〩

P eq
X 〨x〩

)]
, 〨〲〮〸〸〩

のように書くことができる〮 これはµβ−1PX〨x〻 t〩という重みがついたラプラシア

ン∂x〨µβ
−1PX〨x〻 t〩∂x〩が〬 ぬのPX〨x〻 t〩 − ぬのP eq

X 〨x〩という値に対してかかっていると思う

ことが可能であり〬 またこの勾配∂xせぬのPX〨x〻 t〩− ぬのP eq
X 〨x〩そを消すような方向にダイナミ

クスが進むことで平衡状態への緩和が行われると考えることが可能である〮 この表記と緩

和についての関連性は〬 熱力学第二法則を議論した後にまた詳細に議論を行う〮

またx 〽 y 〽 {y1, . . . , yd} ∈ Rdのようにd次元の連続な状態にも〬 移流拡散方程式とし

てうはににづひほぐぬちのっに方程式を捉え〬 ブラウン運動のダイナミクスを記述することが可能であ

る〮 ポテンシャルUY 〨y〩 ∈ Rで駆動されるあひはぷの運動を記述するうはににづひほぐぬちのっに方程式は

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 −∇ · せjY 〨y〻 t〩そ, 〨〲〮〸〹〩

νY 〨y〻 t〩 〽
jY 〨y〻 t〩

PY 〨y〻 t〩

〽 −µ∇〨UY 〨y〩 〫 β−1 ぬのPY 〨y〻 t〩〩, 〨〲〮〹〰〩

で与えられる〮 またこの場合〬 任意のy ∈ RdでνY 〨y〻 t〩 〽 〰が満たされる平衡分布が存在

し〬 平衡分布は

P eq
Y 〨y〩 〽

づへば〨−βUY 〨y〩〩∫
dy づへば〨−βUY 〨y〩〩

, 〨〲〮〹〱〩

で与えられる〮 また〬 あひはぷの粒子に加わる力としてポテンシャルで一般に記述することが

できない外力F nc
Y 〨y〩 ∈ Rdで与えられる場合〬 速度場は

νY 〨y〻 t〩 〽 µF nc
Y 〨y〩− µβ−1∇ ぬのPY 〨y〻 t〩, 〨〲〮〹〲〩

で与えられる〮 このような外力F nc
Y 〨y〩としては〬 Rd内を回転する外場のようなものが考え

られる〮 この場合は任意のy ∈ RdでνY 〨y〻 t〩 〽 〰が満たされる平衡分布は一般に存在しな

い〮

2.6 Onsager–Machlup関数

うはににづひほぐぬちのっに方程式は確率分布の時間発展を記述するマスター方程式の一種であ

ることをここまでみた〮 ここでは時刻t ∈ Rで状態y ∈ Rをとる条件の下での微小時
間dt ∈ R≥0後の時刻t〫 dtで状態x ∈ Rをとる遷移確率P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩を求めることを考
えてみよう〮

今〬 うはににづひほぐぬちのっに方程式〨〲〮〶〸〩を次のように形式的に書こう〮

∂tPX〨x〻 t〩 〽 −∂xせA
(1)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ 〫

〱

〲
∂2
xせA

(2)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ

〽 LFPPX〨x〻 t〩, 〨〲〮〹〳〩

LFP 〽 −∂xA
(1)〨x〻 t〩 〫

〱

〲
∂2
xA

(2)〨x〻 t〩. 〨〲〮〹〴〩
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このLFPはうはににづひほぐぬちのっに演算子と呼ばれている〮

ぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式からマスター方程式を導出するときに議論したことを

思い出すと〬 条件付き確率分布P 〨x, t|y, s〩〬 すなわち遷移確率に関するマスター方程
式〨〲〮〶〲〩は〬 周辺化した後のマスター方程式〨〲〮〶〱〩と同じ遷移レートを用いて時間発展が

書けるはずである〮 よって〬 周辺化した後のマスター方程式と同様に遷移確率に関するマ

スター方程式にかひちねづひびほきはべちぬ展開を行って〬 展開が二次で閉じるうはににづひほぐぬちのっに方程式

に帰着できるような状況を考えると〬 遷移確率P 〨x〻 t|y〻 s〩の時間発展も〬 同様のうはににづひほ

ぐぬちのっに演算子によって

∂tP 〨x〻 t|y〻 s〩 〽 LFPP 〨x〻 t|y〻 s〩, 〨〲〮〹〵〩

と与えられると考えられる〮

この遷移確率に関するうはににづひほぐぬちのっに方程式〨〲〮〹〵〩からP 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩の解析的な表記
を得ることを考えてみよう〮 まず〬 微小なdtに対してO〨dt2〩を無視することで〬

P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩 〽 〨〱 〫 dtLFP〩 ぬどね
dt→0

P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩, 〨〲〮〹〶〩

が得られる〮 ここでぃとちばねちのほかはぬねはではひはぶ方程式からねちびぴづひ方程式を導出した時に使っ

た仮定である ぬどねdt→0 P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩 〽 δ〨x− y〩 を使うと

P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩 〽 せ〱 〫 dtLFPそ δ〨x− y〩, 〨〲〮〹〷〩

が得られる〮

得られた右辺せ〱 〫 dtLFPそ δ〨x−y〩の計算を以下実行しよう〮ここでデルタ関数δ〨x−y〩の

性質から〬 A(1)〨x〻 t〩δ〨x− y〩 〽 A(1)〨y〻 t〩δ〨x− y〩とA(2)〨x〻 t〩δ〨x− y〩 〽 A(2)〨y〻 t〩δ〨x−
y〩とするようにLFPのxの依存性をyに置き換える変数変換をすると〬

P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩 〽 せ〱 〫 dtLFPそ δ〨x− y〩

〽

[
〱 〫 dt

[
−∂xA

(1)〨y〻 t〩 〫
〱

〲
〨∂x〩

2A(2)〨y〻 t〩

]]
δ〨x− y〩 〨〲〮〹〸〩

と書き直せる〮 またデルタ関数δ〨x− y〩についてはうはふひどづひ変換を用いた表記

δ〨x− y〩 〽

∫
ds

〲π
づへば せis〨x− y〩そ , 〨〲〮〹〹〩

を利用すると〬

P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩

〽

[
〱 〫 dt

[
−∂xA

(1)〨y〻 t〩 〫
〱

〲
〨∂x〩

2A(2)〨y〻 t〩

]] ∫
ds

〲π
づへば せis〨x− y〩そ

〽

∫
ds

〲π

[
〱 〫 dt

[
−isA(1)〨y〻 t〩− 〱

〲
s2A(2)〨y〻 t〩

]]
づへば せis〨x− y〩そ , 〨〲〮〱〰〰〩

となるが〬 ここでO〨dt2〩を無視して

〱 〫 dt

[
−isA(1)〨y〻 t〩− 〱

〲
s2A(2)〨y〻 t〩

]
〽 づへば

[[
−isA(1)〨y〻 t〩− 〱

〲
s2A(2)〨y〻 t〩

]
dt

]
, 〨〲〮〱〰〱〩
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と書き直せることを利用して〬 ガウス積分を実行すると

P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩

〽

∫
ds

〲π
づへば

[[
−isA(1)〨y〻 t〩− 〱

〲
s2A(2)〨y〻 t〩

]
dt〫 is〨x− y〩

]

〽

∫
ds

〲π
づへば

−dt

〲
A(2)〨y〻 t〩

[
s〫 i

A(1)〨y〻 t〩− x−y
dt

A(2)〨y〻 t〩

]2
−
[
x−y
dt −A(1)〨y〻 t〩

]2
〲A(2)〨y〻 t〩

dt


〽

〱√
〲πA(2)〨y〻 t〩dt

づへば

[
−
[
x−y
dt −A(1)〨y〻 t〩

]2
〲A(2)〨y〻 t〩

dt

]
, 〨〲〮〱〰〲〩

となる〮 よって〬 x 〽 xi+1〬 y 〽 xi〬 たxi 〽 〨xi+1 − xi〩/dtと表記し直したとき〬 次で定義さ

れるくのびちでづひ〭きちっとぬふば関数LOM〨xi, たxi〻 t〩を用いて

LOM〨xi, たxi〻 t〩 〽

[
たxi −A(1)〨xi〻 t〩

]2
〲A(2)〨xi〻 t〩

,

P 〨xi+1〻 t〫 dt|xi〻 t〩 〽
〱√

〲πA(2)〨xi〻 t〩dt
づへば せ−LOM 〨xi, たxi〻 t〩 dtそ , 〨〲〮〱〰〳〩

のように遷移確率が表現できることがわかる〮

ちなみにデルタ関数の性質であるA(1)〨x〻 t〩δ〨x−y〩 〽 A(1)〨y〻 t〩δ〨x−y〩とA(2)〨x〻 t〩δ〨x−
y〩 〽 A(2)〨y〻 t〩δ〨x− y〩の式を使わずにうはににづひほぐぬちのっに演算子LFPがxに依存するとして同

様の計算を行なうと〬 偏微分∂xA
(1)〨x〻 t〩〬 ∂xA

(2)〨x〻 t〩〬 〨∂x〩
2A(2)〨x〻 t〩を含んだ余分な項

が発生しうるせ〷そ〮 よって〬 条件付き確率分布の表現は一意ではない〮 しかしながら〬 この余

分な項は実はA(1)〨x〻 t〩およびA(2)〨x〻 t〩の関数内のxとyの変数の入れ替えによって確率分

布の規格化
∫
dxP 〨x〻 t 〫 dt|y〻 t〩 〽 〱を満たすために現れるヤコビアンの項に起因してお

り〬 dtが微小な状況では〬 一意でない条件付き確率P 〨x〻 t〫 dt|y〻 t〩の表現は〬 変数変換の下

で同一視可能である〮

またうはににづひほぐぬちのっに方程式はきちひにはぶ過程になっているため〬 経路の確率も同様

にくのびちでづひ〭きちっとぬふば関数を用いて記述可能である〮 dt間隔での各時刻t 〽 idt 〨i ∈ N>0〩で

の確率変数をXi〬 状態をxiとしたとき〬 経路の確率変数X 〽 {X1, . . . , Xn}に関する経路
の状態x 〽 {x1, . . . , xn}の同時確率分布PX〨x〩は〬 くのびちでづひ〭きちっとぬふば関数を用いて

PX〨x〩 〽

n−1∏
i=1

P 〨xi+1〻 〨i〫 〱〩dt|xi〻 idt〩PX1〨x1〩

〽
PX1〨x1〩 づへば

[
−
∑n−1

i=1 LOM〨xi, たxi〻 idt〩dt
]

〨〲πdt〩
n−1
2

∏n−1
i=1

√
A(2)〨xi〻 idt〩

, 〨〲〮〱〰〴〩

と書くことができる〮　ただし たxi 〽 〨xi+1 − ik〩/dtである〮 この式における
∑n−1

i=1 · · · dtは
形式的に積分記号

∫
· · · dtを用いて記述されることがあるが〬 どのような離散化で定義

されているかに依存するため〬 そのような表記の場合には対応する離散化に関する注

意が必要である〮 この離散化の問題は〬 これから述べるがちのでづぶどの方程式の表現において

もぉぴはほこぴひちぴはのはぶどっと解釈というテーマで重要な話題になっている〮
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2.7 Langevin方程式

うはににづひほぐぬちのっに方程式は〬 移送拡散方程式として外力の加わったブラウン粒子の位置に

関する分布を表現することをみた〮 ここではうはににづひほぐぬちのっに方程式の対応物として〬 ブラ

ウン粒子の確率的な挙動を表現する方程式であるがちのでづぶどの方程式を考えていこう〮 その出

発点となるのは上に述べたくのびちでづひほきちっとぬふば関数で記述される遷移確率の表現である〮

2.7.1 Wiener過程

次のようなしどづのづひ過程と呼ばれるものを導入して〬 うはににづひほぐぬちのっに方程式におけ

るくのびちでづひ〭きちっとぬふば関数による遷移確率の表現を再考察してみよう〮 しどづのづひ過程Btは

• B0 〽 〰〮

• Btは〨ほとんど確実に〩連続〮

• 増分Bt+∆t − Btは平均〰〬 分散、tのガウス分布に従う〮

• 増分Bt+∆t − Btは〬 異なる時間の増分と独立である〮

という性質を持つものとして数学的に定義される〮

このしどづのづひ過程を用いて表現式〨〲〮〱〰〳〩を書き直してみる〮 まず微小なしどづのづひ過程の増

分dBt 〽 Bt+dt − Btを考える〮 これはしどづのづひ過程の性質から平均〰〬 分散dtのガウス分布

ぐひはぢ〨dBt〩 〽
〱√
〲πdt

づへば

(
− 〨dBt〩

2

〲dt

)
, 〨〲〮〱〰〵〩

に従い〬 異なる時間間の増分に対して独立〬 すなわち

ぐひはぢ〨dBdt, . . . , dB(n−1)dt〩 〽

n−1∏
i=1

ぐひはぢ〨dBidt〩 〨〲〮〱〰〶〩

である〮 今ここで〬 dBidtとxi+1の間の変数変換

dBidt 〽
〱√

A(2)〨xi〻 idt〩

[
xi+1 − xi −A(1)〨xi〻 idt〩dt

]
, 〨〲〮〱〰〷〩

を導入してみよう〮 すると変数変換後のxi+1に対する確率ぐひはぢ〨xi+1〩は〬

ぐひはぢ〨xi+1〩 〽

∣∣∣∣∂せdBidtそ

∂せxi+1そ

∣∣∣∣ぐひはぢ〨dBidt〩

〽
〱√

〲πA(2)〨xi〻 idt〩dt
づへば

−
[
xi+1−xi

dt −A(1)〨xi〻 idt〩
]2

〲A(2)〨xi〻 idt〩
dt

 ,〨〲〮〱〰〸〩

と計算できる〮 ただし|∂せdBidtそ/∂せxi+1そ|はヤコビアン項である〮

よって〬 ぐひはぢ〨xi+1〩は遷移確率P 〨xi+1〻 〨i〫 〱〩dt|xi〻 idt〩と同一視できるため〬 くのびちでづひ〭

きちっとぬふば関数による遷移確率の表現式〨〲〮〱〰〳〩は〬 変数変換式〨〲〮〱〰〷〩を経由して〬

しどづのづひ過程の増分dBidtを用いて捉え直すことが可能である〮 また〬 増分の独立性の

式〨〲〮〱〰〶〩は〬 変数変換式〨〲〮〱〰〷〩を経由することで経路の確率の表現〨〲〮〱〰〴〩に相当するこ

ともわかる〮 すなわち〬 増分の独立性の式〨〲〮〱〰〶〩は〬 変数変換後の経路x 〽 {x1, . . . , xn}の
ダイナミクスがきちひにはぶ過程であることを保証する〮
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2.7.2 Langevin方程式

このしどづのづひ過程の増分とくのびちでづひ〭きちっとぬふば関数による遷移確率の表現式の対応関係か

らがちのでづぶどの方程式を導入しよう〮 しどづのづひ過程を用いた変数変換式〨〲〮〱〰〷〩をまとめ直すと

xi+1 − xi

dt
〽 A(1)〨xi〻 idt〩 〫

√
A(2)〨xi〻 idt〩

dBidt

dt
, 〨〲〮〱〰〹〩

と書くことができる〮 ここでt 〽 idt〬 x〨t〫dt〩 〽 xi+1〬 x〨t〩 〽 xiという表記を導入すれば〬

x〨t〫 dt〩− x〨t〩

dt
〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

dBt

dt
, 〨〲〮〱〱〰〩

となる〮 さらにdt → 〰の極限で〬

ぬどね
dt→0

x〨t〫 dt〩− x〨t〩

dt
〽 たx〨t〩, 〨〲〮〱〱〱〩

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

dBt

dt
〽
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〱〲〩

と形式的に書き直すことで〬 がちのでづぶどの方程式

たx〨t〩 〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√

A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〱〳〩

を得ることができる〮 このがちのでづぶどの方程式は微分方程式

たx〨t〩 〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩, 〨〲〮〱〱〴〩

に、確率的に値を取る量〨すなわちノイズ〩ξ〨t〩に比例した項
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩が新たに

加わっていると解釈できる〮 このがちのでづぶどの方程式のように確率的に決まる値を含んだ微分

方程式を確率微分方程式と呼ぶ〮

このノイズξ〨t〩に対する統計則は〬 しどづのづひ過程Btの定義に立ち戻ることで求めることが

できる〮 まずdBtがガウス分布に従うのでノイズξ〨t〩 〽 ぬどねdt→0 dBt/dtもガウス分布に従

う〮 よって〬 ノイズの統計則は平均と共分散だけを気にすれば良い〮 またしどづのづひ過程の全

経路B 〽 {Bt|t ∈ R}に対する期待値⟨· · · ⟩を用いると〬 平均値と共分散については〈
dBt

dt

〉
〽

⟨dBt⟩
dt

〽 〰, 〨〲〮〱〱〵〩

〈
dBt

dt

dBt′

dt

〉
〽

⟨dBtdBt′⟩
dt2

〽


〰 〨t ≥ t′ 〫 dt, t ≤ t′ − dt〩,
dt−(t−t′)

dt2 〨t′ ≤ t ≤ t′ 〫 dt〩,
dt−(t′−t)

dt2 〨t′ − dt ≤ t ≤ t′〩,

〨〲〮〱〱〶〩

より〬 dt → 〰の極限をとることで

⟨ξ〨t〩⟩ 〽 ぬどね
dt→0

〈
dBt

dt

〉
〽 〰, 〨〲〮〱〱〷〩

⟨ξ〨t〩ξ〨t′〩⟩ 〽 ぬどね
dt→0

〈
dBt

dt

dBt′

dt

〉
〽 δ〨t− t′〩, 〨〲〮〱〱〸〩
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が得られる〮 ここで⟨dBtdBt′⟩ /dt2はt 〽 t′を頂点とした底辺〲dt〬 高さ〱/dtの二等辺三角形

であり〬 dt → 〰の極限でデルタ関数δ〨t− t′〩になることを用いた〮 デルタ関数δ〨t− t′〩で表

されるように異なる時間間に相関がないノイズは白色ノイズと呼ばれる〮 また統計則とし

てガウス分布に従うノイズはガウスノイズとされる〮 よって白色性とガウス性の二つの性

質を持つξ〨t〩はホワイトガウシアンノイズ〨もしくは白色ガウス雑音〩と呼ばれる〮

2.7.3 Ito–Stratonovich解釈

ノイズを含む項をがちのでづぶどの方程式で導入する際〬

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi〻 idt〩

dBidt

dt
〨〲〮〱〱〹〩

という極限を考えていた〮 では仮に〬

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi+1〻 idt〩

dBidt

dt
〨〲〮〱〲〰〩

や

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi+1〻 idt〩 〫

√
A(2)〨xi〻 idt〩

〲

dBidt

dt
〨〲〮〱〲〱〩

という別の極限の取り方を考えた場合〬 同じ結果を与えるだろうか〮実はこれらの極限は同

じ結果を与えないため〬 正しく区別する必要がある〮 この区別の仕方がぉぴはほこぴひちぴはのはぶどっと解

釈と呼ばれるものである〮

異なる三つの極限の取り方が別の結果を与えることは次のように示される〮 まず〬√
A(2)〨xi+1, idt〩のごちべぬはひ展開を考え〬 式〨〲〮〱〰〹〩を代入すると〬√

A(2)〨xi+1〻 idt〩

〽
√

A(2)〨xi〻 idt〩 〫 〨xi+1 − xi〩∂xi

√
A(2)〨xi〻 idt〩 〫O〨〨xi+1 − xi〩

2〩

〽
√

A(2)〨xi〻 idt〩 〫 dBt

√
A(2)〨xi〻 idt〩∂xi

√
A(2)〨xi〻 idt〩 〫O〨dt〩, 〨〲〮〱〲〲〩

とdBtに比例した項が出てくる〮 dBtの分散がdtに比例することに注意すると〬 dBtその

ものはO〨dt1/2〩のオーダーだとみなせる〮 よってO〨〨xi+1 − xi〩
2〩はO〨〨dBt〩

2〩とみなせ

て〬 O〨dt〩のオーダーにまとめられることを用いている〮 ここでdBtとdBt/dtをかけた

ものはO〨〱〩となる〮 また dBtの確率分布は分散dtのガウス分布であるため〬 dtが小さい

時にはdBtの確率分布は鋭いピークのある分布になることから〬 dB2
tという値がほぼ確

率〱でdtの値を取ると考えて〬 dt → 〰の極限でdB2
t /dt → 〱とおいてしまおう〮 すると〬 上

の三つの極限はそれぞれ

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi〻 idt〩

dBidt

dt
〽
√
A(2)〨x〨t〩〻 idt〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〲〳〩

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi+1〻 idt〩

dBidt

dt

〽
√

A(2)〨xi〻 idt〩∂xi

√
A(2)〨xi〻 idt〩 〫

√
A(2)〨x〨t〩〻 idt〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〲〴〩
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ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi+1〻 idt〩 〫

√
A(2)〨xi〻 idt〩

〲

dBidt

dt

〽
〱

〲

√
A(2)〨xi〻 idt〩∂xi

√
A(2)〨xi〻 idt〩 〫

√
A(2)〨x〨t〩〻 idt〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〲〵〩

で与えられる〮 特に三つ目の極限は

ぬどね
dt→0

√
A(2)〨xi+1〻 idt〩 〫

√
A(2)〨xi〻 idt〩

〲

dBidt

dt
〽
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 ◦ ξ〨t〩, 〨〲〮〱〲〶〩

という風に◦を用いた表記が用いられることがあり〬 ·と◦の違いで離散化の仕方を指定する
ことがある〮 以前導入した·をぉぴは積と呼ぶのに対し〬 ◦はこぴひちぴはのはぶどっと積と呼ばれている〮

より一般にはぉぴは積とこぴひちぴはのはぶどっと積は関数f〨x〩 ∈ RとdBidt/dtの積として〬 任意の関

数f〨x〨t〩〩 ∈ Rに対して次のように定義される〮

ぬどね
dt→0

f〨xi〩
dBidt

dt
〽 f〨x〨t〩〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〲〷〩

ぬどね
dt→0

f〨xi〩 〫 f〨xi+1〩

〲

dBidt

dt
〽 f〨x〨t〩〩 ◦ ξ〨t〩. 〨〲〮〱〲〸〩

ただし〬 x〨t〩はがちのでづぶどの方程式〨〲〮〱〱〳〩に従っているものとする〮またぉぴは積とこぴひちぴはのはぶどっと積

の間の関係は〬 がちのでづぶどの方程式〨〲〮〱〰〹〩の下で

f〨x〨t〩〩 ◦ ξ〨t〩 〽 〱

〲

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩∂x(t)f〨x〨t〩〩 〫 f〨x〨t〩〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〲〹〩

のように与えられる〮 またf〨x〨t〩〩のx〨t〩を〨xi 〫 xi+1〩/〲としたものを用いた場合でも

dt → 〰の極限でこぴひちぴはのはぶどっと積となることが確かめられる〮

ぬどね
dt→0

f

(
xi 〫 xi+1

〲

)
dBidt

dt
〽 f〨x〨t〩〩 ◦ ξ〨t〩. 〨〲〮〱〳〰〩

これらを示すには先ほどと同様にf〨xi+1〩もしくはf〨〨xi 〫 xi+1〩/〲〩に関するごちべぬはひ展開

を考えてやればいい〮

ちなみにごちべぬはひ展開の計算の際にぉぴはルールと呼ばれるO〨dt3/2〩以上の寄与を無視する

ような

dt2 〽 〰, 〨〲〮〱〳〱〩

dtdBt 〽 〰, 〨〲〮〱〳〲〩

〨dBt〩
2 〽 dt, 〨〲〮〱〳〳〩

という表記を用いると〬 計算が便利になる〮

以上より〬 ホワイトガウシアンノイズξ〨t〩に
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩のようなx〨t〩に依存する係数

がかかったがちのでづぶどの方程式を記述する場合は〬 ぉぴは型のがちのでづぶどの方程式

たx〨t〩 〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〳〴〩

かこぴひちぴはのはぶどっと型のがちのでづぶどの方程式

たx〨t〩 〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√

A(2)〨x〨t〩〻 t〩 ◦ ξ〨t〩, 〨〲〮〱〳〵〩
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かを区別する必要がある〮 またこぴひちぴはのはぶどっと型のがちのでづぶどの方程式はぉぴは型のがちのでづぶどの方程

式に直すことができ〬

たx〨t〩 〽 A∗(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〳〶〩

A∗(1)〨x〨t〩〻 t〩 〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
〱

〲

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩∂x(t)

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩, 〨〲〮〱〳〷〩

となることを〬 ぉぴはルールを用いた同様のごちべぬはひ展開で O〨dt1/2〩 〽 O〨dBt〩以下を無視す

ることで示すことができる〮 具体的には

たx〨t〩 〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 ◦ ξ〨t〩

〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫

√
A(2)〨x〨t〩 〫

たx〨t〩dt

〲
〻 t〩

dBt

dt

〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

dBt

dt
〫

たx〨t〩dt

〲

(
∂x(t)

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

)
dBt

dt
〫O〨dBt〩

〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩

〫

√
A(2)〨x〨t〩 〫 ẋ(t)dt

2 〻 t〩

〲

(
∂x(t)

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

)
〫O〨dBt〩

〽 A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〫
√

A(2)〨x〨t〩〻 t〩 · ξ〨t〩

〫
〱

〲

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

(
∂x(t)

√
A(2)〨x〨t〩〻 t〩

)
〫O〨dBt〩, 〨〲〮〱〳〸〩

のようにごちべぬはひ展開と たx〨t〩の代入を繰り返して〬 ぉぴはルールを課していくことで求

めることができる〮 特に三行目でごちべぬはひ展開の二次の寄与をO〨〨 たx〨t〩〩2dtdBt〩 〽

O〨〨dBt〩
3/dt〩 〽 O〨dBt〩としている〮 ちなみに〬 もしA(2)〨x〨t〩, t〩がx〨t〩に依存しない場合

は∂x(t)
√

A(2)〨x〨t〩, t〩 〽 〰よりぉぴは型とこぴひちぴはのはぶどっと型のがちのでづぶどの方程式は同じである〮

2.7.4 Brown運動 - overdamped Langevin方程式

うはににづひほぐぬちのっに方程式があひはぷの運動を記述するために以前考えたパラメーターの取り

方〬 すなわち

A(1)〨x〨t〩〻 t〩 〽 −µ∂xUX〨x〨t〩〩, 〨〲〮〱〳〹〩

A(2)〨x〨t〩〻 t〩 〽 〲µβ−1. 〨〲〮〱〴〰〩

を考えてみよう〮 ここでµは易動度〬 UX〨x〨t〩〩はポテンシャル〬 βは逆温度である〮 この時〬

対応するがちのでづぶどの方程式は

たx〨t〩 〽 −µ∂xUX〨x〨t〩〩 〫
√
〲µβ−1 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〴〱〩

⟨ξ〨t〩⟩ 〽 〰, 〨〲〮〱〴〲〩

⟨ξ〨t〩ξ〨t′〩⟩ 〽 δ〨t− t′〩, 〨〲〮〱〴〳〩

で与えられる〮 このがちのでづぶどの方程式はコロイド粒子のあひはぷの運動を記述したものだと考え

ることができる〮 例えばノイズξ〨t〩がない状況では〬 このがちのでづぶどの方程式は

µ−1 たx〨t〩 〽 −∂xUX〨x〨t〩〩, 〨〲〮〱〴〴〩
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となり〬 これは粘性抵抗µ−1 たx〨t〩とポテンシャル力−∂xUX〨x〨t〩〩の釣り合いの式と見なす

ことが可能である〮　ここで易動度の逆数µ−1は粘性抵抗係数である〮 この粘性抵抗での

ポテンシャル力の釣り合いの状況下に〬 温度の平方根に比例したノイズξ〨t〩に比例した外

力
√

〲µ−1β−1 · ξ〨t〩が加わっている状況だと考えることができる〮 このがちのでづぶどの方程式は〬

粘性抵抗と力が釣り合うまで過減衰〨はぶづひつちねばづつ〩しきったという意味からはぶづひつちねばづつ

がちのでづぶどの方程式と呼ばれている〮

またx 〽 y ∈ Rdとしたd次元のうはににづひほぐぬちのっに方程式

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 −∇ · せνY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩そ, 〨〲〮〱〴〵〩

νY 〨y〻 t〩 〽 µF nc
Y 〨y〩− µβ−1∇ ぬのPY 〨y〻 t〩, 〨〲〮〱〴〶〩

に対応するd次元のはぶづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式は

たy〨t〩 〽 µF nc
Y 〨y〨t〩〩 〫

√
〲µβ−1 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〴〷〩

⟨ξi〨t〩⟩ 〽 〰, 〨〲〮〱〴〸〩

⟨ξi〨t〩ξj〨t′〩⟩ 〽 δijδ〨t− t′〩, 〨〲〮〱〴〹〩

で与えられる〬 ただしここでξi〨t〩はξ〨t〩の第i成分である〮 この式も粘性抵抗µ−1 たy〨t〩と

力F nc
Y 〨y〨t〩の釣り合いの式にノイズξ〨t〩に比例した外力

√
〲µ−1β−1 · ξ〨t〩が加わった式だ

とみなすことができるだろう〮

2.7.5 Brown運動 - underdamped Langevin方程式

粘性抵抗と力の釣り合いの式としてのはぶづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式ではなく〬 加速

度と力の釣り合いである運動方程式そのものにノイズを加えた状況を記述するために〬

がちのでづぶどの方程式を用いることもできる〮 つまり〬 ブラウン粒子の速度v〨t〩に対する時間発

展を記述する

mµ たv〨t〩 〽 −v〨t〩 〫
√
〲µβ−1 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〵〰〩

⟨ξ〨t〩⟩ 〽 〰, 〨〲〮〱〵〱〩

⟨ξ〨t〩ξ〨t′〩⟩ 〽 δ〨t− t′〩, 〨〲〮〱〵〲〩

のようながちのでづぶどの方程式を考えることができるだろう〮　ただしここでm ∈ R>0はブラウ

ン粒子の質量である〮 これはノイズのない状況では

m たv〨t〩 〽 −µ−1v〨t〩, 〨〲〮〱〵〳〩

と粘性抵抗が加わっている状況下での運動方程式になっている〮 ここに同様のノイズとい

う外力
√
〲µ−1β−1 · ξ〨t〩が加わったと見なすことができるだろう〮 このがちのでづぶどの方程式は

減衰〨つちねばづつ〩しきる前の式という意味でふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式と呼ばれている〮

このふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式に対応するうはににづひほぐぬちのっに方程式は〬 時刻tでの速

度vに関する確率分布PV 〨v〻 t〩の時間発展を表す式として

∂tPV 〨v〻 t〩 〽 ∂v

[
v

mµ
PV 〨v〻 t〩

]
〫 ∂2

v

[
〱

m2µβ
PV 〨v〻 t〩

]
〨〲〮〱〵〴〩

〽 −∂vせjV 〨v〻 t〩そ, 〨〲〮〱〵〵〩

jV 〨v〻 t〩 〽 − v

mµ
PV 〨v〻 t〩−

〱

m2µβ
∂vPV 〨v〻 t〩, 〨〲〮〱〵〶〩
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で与えられる〮 このうはににづひほぐぬちのっに方程式における平衡状態を考えてみよう〮 平衡の条

件jV 〨v〻 t〩 〽 〰を満たすような平衡分布P eq
V 〨v〩は

−βmv 〽 ∂v ぬのP
eq
V 〨v〩, 〨〲〮〱〵〷〩

ぬのP eq
V 〨v〩 〽 −β

mv2

〲
〫 っはのびぴ., 〨〲〮〱〵〸〩

となることから〬

P eq
V 〨v〩 〽

づへば
(
−βmv2

2

)
∫
dv づへば

(
−βmv2

2

) , 〨〲〮〱〵〹〩

と運動エネルギーmv2/〲を用いたカノニカル分布であるきちへぷづぬぬほあはぬぴぺねちのの分布になる

ことが示せる〮 よってこのふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式のパラメータの取り方も〬 平衡

状態に緩和するようなあひはぷの運動の記述として尤もらしいことがわかる〮

2.7.6 Kramers方程式と平衡の条件

また更に〬 ふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式にポテンシャル力−µ∂xUX〨x〨t〩〩を加えた式

も考えてみよう〮 速度v〨t〩と位置x〨t〩の時間発展は独立に決まらないため 〬 次のように速

度v〨t〩と位置x〨t〩を連立して立式していると見なすことができるだろう〮

mµ たv〨t〩 〽 −v〨t〩− µ∂xUX〨x〨t〩〩 〫
√
〲µβ−1 · ξ〨t〩, 〨〲〮〱〶〰〩

たx〨t〩 〽 v〨t〩 〨〲〮〱〶〱〩

⟨ξ〨t〩⟩ 〽 〰, 〨〲〮〱〶〲〩

⟨ξ〨t〩ξ〨t′〩⟩ 〽 δ〨t− t′〩, 〨〲〮〱〶〳〩

このように位置に依存する外力が加わった式もふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式の一種と

されている〮

このふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式に対応するうはににづひほぐぬちのっに方程式を考えてみよう〮

すなわち時刻tでの位置xと速度vに関する確率分布PX,V 〨x, v〻 t〩に関する時間発展を記述

する式を考えてみることにする〮 まず速度の時間発展に関連する式〨〲〮〱〶〰〩部分の寄与は

∂v

[[
v

mµ
〫

∂xUX〨x〩

m

]
PX,V 〨x, v〻 t〩

]
〫 ∂2

v

[
〱

m2µβ
PX,V 〨x, v〻 t〩

]
, 〨〲〮〱〶〴〩

を与え〬 位置の時間発展に関連する式〨〲〮〱〶〱〩の部分の寄与は

−∂x せvPX,V 〨x, v〻 t〩そ , 〨〲〮〱〶〵〩

をそれぞれ与えると考えることで〬 分布PX,V 〨x, v〻 t〩に関する時間発展は

∂tPX,V 〨x, v〻 t〩 〽 ∂v

[[
v

mµ
〫

∂xUX〨x〩

m

]
PX,V 〨x, v〻 t〩

]
〫∂2

v

[
〱

m2µβ
PX,V 〨x, v〻 t〩

]
− ∂x せvPX,V 〨x, v〻 t〩そ . 〨〲〮〱〶〶〩

で与えられる〮 このうはににづひほぐぬちのっに方程式は特にかひちねづひび方程式と呼ばれている〮
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このかひちねづひび方程式は〬 µFV 〨v〨t〩, x〨t〩〻 t〩 〽 −m−1µ−1v〨t〩 − m−1∂xUX〨x〨t〩〩〬

µFX〨v〨t〩, x〨t〩〻 t〩 〽 v〨t〩〬 µβ−1
V 〽 m−2µ−1β−1 とした時の 〲次元のがちのでづぶどの方程式

たv〨t〩 〽 µFV 〨v〨t〩, x〨t〩〻 t〩 〫
√
〲µβ−1

V · ξ1〨t〩, 〨〲〮〱〶〷〩

たx〨t〩 〽 µFX〨v〨t〩, x〨t〩〻 t〩 〫
√

〲µβ−1
X · ξ2〨t〩 〨〲〮〱〶〸〩

⟨ξi〨t〩⟩ 〽 〰, 〨〲〮〱〶〹〩

⟨ξi〨t〩ξj〨t′〩⟩ 〽 δijδ〨t− t′〩, 〨〲〮〱〷〰〩

の対応物である〲次元のうはににづひほぐぬちのっに方程式

∂tPX,V 〨x, v〻 t〩 〽 −∂v せjV 〨x, v〻 t〩そ− ∂x せjX〨x, v〻 t〩そ , 〨〲〮〱〷〱〩

jV 〨x, v〻 t〩 〽 −µFV 〨v, x〻 t〩PX,V 〨x, v〻 t〩− ∂v
[
µβ−1

V PX,V 〨x, v〻 t〩
]
, 〨〲〮〱〷〲〩

jX〨x, v〻 t〩 〽 −µFX〨v, x〻 t〩PX,V 〨x, v〻 t〩− ∂v
[
µβ−1

X PX,V 〨x, v〻 t〩
]
, 〨〲〮〱〷〳〩

のβ−1
X → 〰の極限とみなすことも可能である〮

このかひちねづひび方程式の平衡条件を考えていこう〮 ただし平衡状態の条件はこれまでに議

論してきた多次元うはににづひほぐぬちのっに方程式の平衡の条件〨〲〮〷〹〩と同じように「任意のx ∈ R〬
v ∈ Rで jV 〨x, v〻 t〩 〽 jX〨x, v〻 t〩 〽 〰を満たすこと」とすることができない〮

まずこのかひちねづひび方程式において「任意のx ∈ R〬 v ∈ Rで jV 〨x, v〻 t〩 〽 jX〨x, v〻 t〩 〽

〰を満たすこと」という条件を満たす定常分布P st
X,V 〨x, v〩が一般に存在しないことをみて

みよう〮 条件jX〨x, v〻 t〩 〽 〰は　

〰 〽 vP st
X,V 〨x, v〩, 〨〲〮〱〷〴〩

より〬 P st
X,V 〨x, v〩 ≥ 〰かつ

∫
dv
∫
dxP st

X,V 〨x, v〩 〽 〱の確率の条件を満たすため

にはP st
X,V 〨x, v〩がv 〽 〰のときのみ値を持つ関数である必要がある〮 一方で条

件jV 〨x, v〻 t〩 〽 〰〬すなわち

〰 〽

[
v

mµ
〫

∂xUX〨x〩

m

]
P st
X,V 〨x, v〩−

〱

m2µβ
∂vP

st
X,V 〨x, v〩, 〨〲〮〱〷〵〩

にvP st
X,V 〨x, v〩 〽 〰を代入すると

∂xUX〨x〩

m
〽

〱

m2µβ
∂v ぬのP

st
X,V 〨x, v〩, 〨〲〮〱〷〶〩

となるため〬 これを積分することで

ぬのP st
X,V 〨x, v〩 〽 C〨x〩 〫mµβv∂xUX〨x〩, 〨〲〮〱〷〷〩

が得られる〮 ただし〬 C〨x〩はvに依存しない項である〮 すなわち一般のポテンシャル

力∂xUX〨x〩に対してはP st
X,V 〨x, v〩はvに依存しv ̸〽 〰で値を持つことになる〮 よって〬 二つ

の条件jV 〨x, v〻 t〩 〽 jX〨x, v〻 t〩 〽 〰を同時に満たすような定常分布P st
X,V 〨x, v〩は一般に存

在しない〮

一方で〬 かひちねづひび方程式においてはカノニカル分布で与えられる平衡分布

P eq
X,V 〨x, v〩 〽

づへば
(
−β
[
mv2

2 〫 UX〨x〩
])

∫
dv
∫
dx づへば

(
−β
[
mv2

2 〫 UX〨x〩
]) , 〨〲〮〱〷〸〩



〲〮〷 がちのでづぶどの方程式 〳〹

は定常の条件

〰 〽 −∂v せjV 〨x, v〻 t〩そ− ∂xせjX〨x, v〻 t〩そ, 〨〲〮〱〷〹〩

を満たすことが知られている〮 この平衡分布が定常分布であることは〬 式〨〲〮〱〷〸〩を

式〨〲〮〱〶〶〩に代入することで次のように確かめることができるだろう〮

∂tP
eq
X,V 〨x, v〩 〽 ∂v

[[
v

mµ
〫

∂xUX〨x〩

m

]
P eq
X,V 〨x, v〩

]
〫∂2

v

[
〱

m2µβ
P eq
X,V 〨x, v〩

]
− ∂x

[
vP eq

X,V 〨x, v〩
]

〽
〱

mµ
P eq
X,V 〨x, v〩−

βv2

µ
P eq
X,V 〨x, v〩− βv〨∂xUX〨x〩〩P eq

X,V 〨x, v〩

− 〱

mµ
P eq
X,V 〨x, v〩 〫

βv2

µ
P eq
X,V 〨x, v〩 〫 βv〨∂xUX〨x〩〩P eq

X,V 〨x, v〩

〽 〰. 〨〲〮〱〸〰〩

よってかひちねづひび方程式においては平衡条件を〬 式〨〲〮〷〹〩の条件から式〨〲〮〱〷〹〩の条件に修

正して採用するのが良さそうである〮 この平衡条件の修正はかひちねづひび方程式に対応し

たふのつづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式が位置x〨t〩と速度v〨t〩を独立に変化させることができな

いことを考えると尤もらしい〮 すなわち〬 至る所で流れがゼロになる〬 という平衡の条件

を〬 速度vと位置xという分離できない変数が同時に存在する状況では〬 位置の変化の寄

与∂xせjX〨x, v〻 t〩そと速度の変化の寄与∂v せjV 〨x, v〻 t〩そのバランスを考えて〬 式〨〲〮〱〷〹〩のよう

に両方の寄与の合計に対してだけ〰となるという形に緩和して定義し直していると考える

ことができる〮

このような位置と速度が同時に存在するときの平衡状態の条件の修正は〬 かひちねづひび方程

式だけではなく一般のマスター方程式においても起こりうる〮 平衡状態に相当する詳細釣

り合い条件の定義は位置x〬 〨x′〩と速度v〬 〨v′〩のような量を同時に含む場合には次のように

修正される〮 位置x〬 速度vから位置x′〬 速度v′への変化に関する遷移レートW 〨x′, v′|x, v〩に
対して〬 修正された詳細釣り合い条件は

W 〨x′, v′|x, v〩P eq
X,V 〨x, v〩 〽 W 〨x,−v|x′,−v′〩P eq

X,V 〨x
′,−v′〩, 〨〲〮〱〸〱〩

で与えられる〮 ただし平衡分布P eq
X,V 〨x

′, v′〩はv′に関する偶関数P eq
X,V 〨x

′,−v′〩 〽

P eq
X,V 〨x

′, v′〩であると仮定することで

W 〨x′, v′|x, v〩P eq
X,V 〨x, v〩 〽 W 〨x,−v|x′,−v′〩P eq

X,V 〨x
′, v′〩, 〨〲〮〱〸〲〩

の形で書かれることもある〮　またこの修正された詳細釣り合い条件は〬 各x〬 x′の点でxか

らx′に流入する項

J+st〨x′|x〩 〽 W 〨x′, v′|x, v〩P eq
X,V 〨x, v〩, 〨〲〮〱〸〳〩

とx′からxに流出する項　

J−st〨x′|x〩 〽 W 〨x,−v|x′,−v′〩P eq
X,V 〨x

′,−v′〩, 〨〲〮〱〸〴〩

がバランスする条件J+st〨x′|x〩 〽 J−st〨x′|x〩とみなせる〮 この定義に基づくと流入項にお

いて速度v〬 v′を考えた場合〬 対応する流出項としては逆向きの−v〬 −v′を考えるのは物理
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的に自然であり〬 流れが至る所でゼロという平衡条件の自然な修正と考えることも可能だ

ろう〮

このような詳細釣り合いの条件の修正は〬 速度vのように時間反転に対して−vのように

符号が変化するパリティが奇〨はつつ〩な変数が含まれる場合に行われる せ〴そ〮 よって時間反転

に対してパリティが奇な変数が含まれる場合には〬 ねちびぴづひ方程式を取り扱うには注意が必

要である〮 特にこれから議論するゆらぎの熱力学を考察する際には〬 時間反転に対してパ

リティが奇な変数に対しては−〱をかける操作が必要になる場面が発生する〮



〴〱

第3章

ゆらぎの熱力学

ここでは〬 マスター方程式やうはににづひほぐぬちのっに方程式に熱力学量を導入して〬 非平衡系の

熱力学を議論するための方法論〨ゆらぎの熱力学〯びぴはっとちびぴどっ ぴとづひねはつべのちねどっび〩について

紹介する〮

3.1 流れと力

これまで議論してきた流れと平衡・非平衡の間の関係を〬 熱力学的な視点から議論

していこう〮 確率過程において熱力学を導入する話は〬 古くはくのびちでづひやぐひどではでどのづら

に遡る話ではあるが〬 ほぼ現代的な形と同じようにまとめているものとして特筆すべ

きものは〱〹〷〶年のこっとのちにづのぢづひでのレビュー論文 せ〳そであろう〮 今日では〬 ゆらぎの熱力

学〨びぴはっとちびぴどっ ぴとづひねはつべのちねどっび〩と呼ばれる分野として日々発展している〮 また我々の最

近の理解 せ〱そに従って〬 グラフの記法に基づいた説明を行っていきたい〮

まず〬 離散状態x ∈ {〱, . . . , N}〬 x′ ∈ {〱, . . . , N}に対するねちびぴづひ方程式に対して熱力学

の議論を行おう〮 今M個の浴が存在するとして浴を指定する変数をν ∈ {〱, . . . ,M}としよ
う〮 状態として速度などの時間反転に対してパリティが奇な変数を含まず〬 xが位置のよう

な時間反転しない量だけで書ける場合を考察する〮 その際〬 マスター方程式は

∂tpX〨x〻 t〩 〽

M∑
ν=1

N∑
x′=1

J (ν)〨x|x′〻 t〩

〽

M∑
ν=1

N∑
x′=1

せJ+(ν)〨x|x′〻 t〩− J−(ν)〨x|x′〻 t〩そ. 〨〳〮〱〩

J (ν)〨x|x′〻 t〩 〽 W (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩−W (ν)〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩, 〨〳〮〲〩

J+(ν)〨x|x′〻 t〩 〽 W (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩, 〨〳〮〳〩

J−(ν)〨x|x′〻 t〩 〽 W (ν)〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩, 〨〳〮〴〩

と書けるとする〮 ここでJ (ν)〨x|x′〻 t〩は浴νによって引き起こされる状態x′からxへ

の確率の流れ〬 J+(ν)〨x|x′〻 t〩は浴νによって引き起こされる状態x′からxへの流入量〬

J−(ν)〨x|x′〻 t〩は浴νによって状態xからx′への流出量であり〬 W (ν)〨x|x′〻 t〩は遷移レー

トW 〨x|x′〻 t〩をそれぞれの浴の寄与に

M∑
ν=1

W (ν)〨x|x′〻 t〩 〽 W 〨x|x′〻 t〩, 〨〳〮〵〩
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のように分解したものである〮 ちなみにもしかひちねづひび方程式で議論したように状態に位置

と速度を両方含むような場合は〬 式〨〲〮〱〸〳〩と式〨〲〮〱〸〴〩の流入量と流出量の定義を用いる

ことで〬 同様の熱力学を構成することが可能である〮

またW (ν)〨x|x′〻 t〩 > 〰ならばW (ν)〨x′|x〻 t〩 > 〰という要請をおく〮 これは浴νによっ

てx′からxへの遷移が可能なときに〬 同じ浴νによって逆向きのxからx′への遷移も可能だ

とする熱力学からくる要請である〮 また非ゼロな遷移レートW (ν)〨x|x′〻 t〩を持つときに〬

この遷移レートを指定する変数ρ

ρ ∈ {〨x, x′, ν〩|W (ν)〨x|x′〻 t〩 ̸〽 〰, x ̸〽 x′}, 〨〳〮〶〩

を導入しておこう〮 このρはのちに述べるグラフ理論的な表現においてはエッジを指定す

る添字となっている〮 そしてρ 〽 〨x, x′, ν〩のとき〬

J+(ν)〨x|x′〻 t〩 〽 J+
ρ 〨t〩, 〨〳〮〷〩

J−(ν)〨x|x′〻 t〩 〽 J−
ρ 〨t〩, 〨〳〮〸〩

とするノーテーションを導入していくと以後の議論はわかりやすくなる〮 ただしJ+
ρ 〨t〩 >

〰〬 J+
ρ 〨t〩 > 〰である〮 また平衡を意味する詳細釣り合い条件は任意のx′〬 x〬 熱浴νに対して

J+(ν)〨x|x′〻 t〩 〽 J−(ν)〨x|x′〻 t〩, 〨〳〮〹〩

すなわち任意のρに対する

J+
ρ 〨t〩 〽 J−

ρ 〨t〩, 〨〳〮〱〰〩

として導入しておこう〮　また流入と流出の寄与を考えた正味の流れを

Jρ〨t〩 〽 J+
ρ 〨t〩− J−

ρ 〨t〩, 〨〳〮〱〱〩

としよう〮 すると平衡状態は任意のρに対してJρ〨t〩 〽 〰とすることもできる〮

今ここで次の〨熱力学的な〩力と呼ばれる量を考えてみよう〮

Fρ〨t〩 〽 ぬの
J+
ρ 〨t〩

J−
ρ 〨t〩

, 〨〳〮〱〲〩

またρ 〽 〨x, x′, ν〩のときFρ〨t〩 〽 F (ν)〨x|x′〻 t〩とも表記するとしよう〮 ただし〬 力の定義か

らわかるようにこれからの議論はJ+
ρ 〨t〩もしくはJ−

ρ 〨t〩の値が〰を取るような場合には発

散しうる量を扱う〮 すなわちρ 〽 〨x, x′, ν〩としたときにpX〨x〻 t〩もしくはpX〨x′〻 t〩が〰とな

るときに発散する量である〮 この発散性は物理的な量としては尤もらしい〮 すなわちρと

してW (ν)〨x|x′〻 t〩 ̸〽 〰かつW (ν)〨x′|x〻 t〩 ̸〽 〰なものを取っている以上〬 確率pX〨x′〻 t〩〬

pX〨x〻 t〩が〰というのは極めて不自然な状況に相当しており〬 その時の力Fρ〨t〩は∞もしく
は−∞として考えることができるだろう〮

さて〬 この力の量は流れJρ〨t〩と同じ符号をもつ〮 すなわち

Jρ〨t〩 > 〰 ⇔ Fρ〨t〩 > 〰 〨⇔ J+
ρ 〨t〩 > J−

ρ 〨t〩〩, 〨〳〮〱〳〩

Jρ〨t〩 < 〰 ⇔ Fρ〨t〩 < 〰 〨⇔ J+
ρ 〨t〩 < J−

ρ 〨t〩〩, 〨〳〮〱〴〩

Jρ〨t〩 〽 〰 ⇔ Fρ〨t〩 〽 〰 〨⇔ J+
ρ 〨t〩 〽 J−

ρ 〨t〩〩, 〨〳〮〱〵〩
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のような性質を持つ量である〮詳細釣り合い条件はこの力Fρ〨t〩を用いてかくと〬 任意のρに

対してFρ〨t〩 〽 〰となることに相当することがわかる〮　また時刻tでの状態xにおける系の

エントロピーを

ssys〨x〻 t〩 〽 − ぬの pX〨x〻 t〩, 〨〳〮〱〶〩

と定義し〬 時刻tでの状態x′からxへの系のエントロピー変化を

、ssys〨x|x′〻 t〩 〽 ssys〨x〻 t〩− ssys〨x′〻 t〩, 〨〳〮〱〷〩

としよう〮 また局所詳細つり合い条件を課して〬 、sbath(ν)〨x′|x〻 t〩を系の状態が時
刻tでx′からxに遷移した際に〬 その変化に起因した浴νのエントロピー変化を用いて〬 遷移

レートが

ぬの
W (ν)〨x|x′〻 t〩

W (ν)〨x′|x〻 t〩
〽 、sbath(ν)〨x|x′〻 t〩, 〨〳〮〱〸〩

を満たすとしよう〮 するとρ 〽 〨x, x′, ν〩に対する系と熱浴のエントロピー変化

、ssysρ 〨t〩 〽 ssys〨x〻 t〩− ssys〨x′〻 t〩, 〨〳〮〱〹〩

、sbathρ 〨t〩 〽 、sbath(ν)〨x|x′〻 t〩, 〨〳〮〲〰〩

を用いて〬 力Fρ〨t〩は

Fρ〨t〩 〽 、ssysρ 〨t〩 〫 、sbathρ 〨t〩, 〨〳〮〲〱〩

のように書けることがわかる〮 よって力Fρ〨t〩は系と浴のエントロピー変化の和とみなせる

量であることがわかる〮

また〬 このρを用いてマスター方程式をグラフ理論の記法を用いて書き直してみよう〮 こ

こで接続行列Bxρと呼ばれるものを導入する〮 これは状態xをノード〬 遷移ρをエッジとし

た時のグラフの構造を指定する行列であり〬 遷移ρ 〽 〨y, y′, ν〩に対して

Bxρ 〽 δxy − δxy′ , 〨〳〮〲〲〩

で定義される〮 これを用いると〬 マスター方程式は

∂tpX〨x〻 t〩 〽
∑
ρ∈E

BxρJρ〨t〩 〽
∑
ρ∈E

BxρせJ
+
ρ 〨t〩− J−

ρ 〨t〩そ, 〨〳〮〲〳〩

と書き直せる〮 ただし〬 今ρの集合としてx > x′とするような制約を加えた集合を

E 〽 {〨x, x′, ν〩|x > x′,W (ν)〨x|x′〻 t〩 ̸〽 〰}, 〨〳〮〲〴〩

のように定義した〮 ここで集合Eにx > x′のような制限を加えたのは〬 ρ 〽 〨x, x′, ν〩の寄与

と〬 xとx′について反転したρ† 〽 〨x′, x, ν〩の寄与を二回数え上げないようにするためであ

る〮 実際〬 Bxρ 〽 −Bxρ†かつJρ〨t〩 〽 −Jρ†〨t〩 〨もしくはJ+
ρ 〨t〩 〽 J−

ρ†〨t〩, J
−
ρ 〨t〩 〽 J+

ρ†〨t〩〩で

あるため〬 BxρJρ〨t〩 〽 Bxρ†Jρ†〨t〩と同じ寄与になっている〮 よって元のマスター方程式で

のxとx′の大きさを気にせずx′について一回だけ足し上げる和
∑M

ν=1

∑N
x′=1 J

(ν)〨x|x′〻 t〩の

寄与は〬 xとx′の大きさの順番を気にしてρについて足し上げる
∑

ρ∈E BxρJρ〨t〩に置き換え

ることができることがわかるだろう〮
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またベクトル表記を使うのも表記を簡便にするために有効である〮 すなわちN行ベクト

ルpX〨t〩 〽 〨pX〨〱〻 t〩, · · · , pX〨N 〻 t〩〩Tと|E|行ベクトルJ〨t〩 〽 〨J1〨t〩, · · · , J|E|〨t〩〩T 〨もし

くは J+〨t〩 〽 〨J+
1 〨t〩, · · · , J+

|E|〨t〩〩
T〬 J−〨t〩 〽 〨J−

1 〨t〩, · · · , J−
|E|〨t〩〩

T〩〬 N行|E|列の接続行
列Bを用いるとマスター方程式は

∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩 〽 B〨J+〨t〩− J−〨t〩〩, 〨〳〮〲〵〩

のように書くことができる〮 ただし〬 今エッジρの集合EをE 〽 {〱, · · · , |E|}という添字で表
現する記法を用いた〮 またTは転置を意味する〮

ちなみにこの接続行列に関する表記∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩は連続の式に対応する表現に

なっている〮 例えばy ∈ Rdにおけるうはににづひほぐぬちのっに方程式などの連続の式∂tPY 〨y〻 t〩 〽

−∇ · 〨jY 〨y〻 t〩〩と〬 この離散状態x ∈ {〱, . . . , N}における∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩を比較して〬

流れjY 〨y〻 t〩はJ〨t〩に対応しているとすれば−∇ · 〨· · · 〩というダイバージェンスの演算
はB〨· · · 〩という行列演算に対応することがわかる〮 実際〬 接続行列の定義からわかるよう

に〬 B〨· · · 〩という行列演算は遷移ρ 〽 〨y, y′, ν〩に対してyでの値とy′での値の差を返すよう

な微分演算に相当している〮

3.2 熱力学第二法則

これから〬 〨全系の〩エントロピー生成率と呼ばれる量を導入し〬 その非負性として熱力

学第二法則を導入することにしよう〮 実際〬 このエントロピー生成率の非負性がいわゆる

マクロな系での熱力学第二法則に対応していることを見ていくことにしよう〮

3.2.1 エントロピー生成率

まずこれまでに流れJρ〨t〩と力Fρ〨t〩は同符号を持つことを確かめていた〮 すなわち〬 流

れと力の積は

Jρ〨t〩Fρ〨t〩 ≥ 〰, 〨〳〮〲〶〩

と常に非負であり〬 等号達成条件はF (ν)〨x|x′〻 t〩 〽 J (ν)〨x|x′〻 t〩 〽 〰〬 すなわちJ+
ρ 〨t〩 〽

J−
ρ 〨t〩がこのρに対して成り立つ時に限られる〮

そこで今〬 エントロピー生成率σ〨t〩と呼ばれる量をρ ∈ Eに関するこの流れと力の積で

σ〨t〩 〽
∑
ρ∈E

Jρ〨t〩Fρ〨t〩, 〨〳〮〲〷〩

のように定義しよう〮 この量は非負性

σ〨t〩 ≥ 〰, 〨〳〮〲〸〩

を満たし〬 かつσ〨t〩 〽 〰を満たすのは詳細釣り合い条件〨すなわち任意のρでFρ〨t〩 〽

Jρ〨t〩 〽 〰〩の時のみである〮 詳細釣り合い条件は平衡状態の時のみ成り立つことに注意

すると〬 この量はすなわち平衡状態の時に〰を〬 非平衡状態の時には正の値を与えるもの

である〮 よってこのエントロピー生成率は非平衡状態の指標となっており〬 またこの非負

性〨〳〮〲〸〩は熱力学第二法則に相当している〮また時間に関する積分値〆〨τ〩 〽
∫ t=τ

t=0
σ〨t〩dtを

時刻〰からτまでのエントロピー生成と呼ぶ〮 この非負性

〆〨τ〩 ≥ 〰, 〨〳〮〲〹〩
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も同様に熱力学第二法則と呼ばれ〬 微小なdt > 〰に対して〆〨dt〩 〽 σ〨〰〩dt 〫 O〨dt2〩よ

り〬 エントロピー生成率の非負性による時刻t 〽 〰での熱力学第二法則σ〨〰〩 ≥ 〰は微小

なdt > 〰に対するエントロピー生成の非負性による熱力学第二法則〆〨dt〩 ≥ 〰に相当して

いると考えることもできる〮

またベクトル表記を使って力の|E|行ベクトルをF 〨t〩 〽 〨F1〨t〩, · · · , F|E|〨t〩〩
Tと表現し

た場合〬 エントロピー生成率は力と流れの内積

σ〨t〩 〽 JT〨t〩F 〨t〩 〽 FT〨t〩J〨t〩, 〨〳〮〳〰〩

で与えられる〮

また余談ではあるが〬　和の範囲ρ ∈ EをEから変更したものも部分エントロピー生成率
と呼ばれており〬 その非負性は情報熱力学第二法則と呼ばれることがある〮 また和を取る

前のσρ〨t〩 〽 Jρ〨t〩Fρ〨t〩そのものを遷移ρに対する部分エントロピー生成率と呼ぶことが

ある〮

3.2.2 熱力学第二法則との対応関係

このエントロピー生成率σ〨t〩が〬 マクロな系での通常の熱力学で議論されるような熱力

学第二法則と物理的な対応があることを以下見ていこう〮 まずσ〨t〩は次のように式変形が

可能である〬

σ〨t〩 〽
∑

x,x′,ν|x>x′

せJ+(ν)〨x|x′〻 t〩− J−(ν)〨x|x′〻 t〩そF (ν)〨x|x′〻 t〩 〨〳〮〳〱〩

〽
∑

x,x′,ν|x ̸=x′

J+(ν)〨x|x′〻 t〩F (ν)〨x|x′〻 t〩. 〨〳〮〳〲〩

ただしここではF (ν)〨x|x′〻 t〩 〽 −F (ν)〨x′|x〻 t〩〬 J+(ν)〨x|x′〻 t〩 〽 J−(ν)〨x′|x〻 t〩を用いた〮

またマスター方程式

∂tpX〨x〻 t〩 〽

N∑
x′=1

M∑
ν=1

W (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩, 〨〳〮〳〳〩

のO〨dt2〩を無視した離散化の表現として〬

pX〨x〻 t〫 dt〩 〽

N∑
x′=1

(
δxx′ 〫

M∑
ν=1

W (ν)〨x|x′〻 t〩dt

)
pX〨x′〻 t〩

〽

N∑
x′=1

M∑
ν=1

(
δν1δxx′ 〫W (ν)〨x|x′〻 t〩dt

)
pX〨x′〻 t〩, 〨〳〮〳〴〩

を考える〮 ただしxからxへ起こる遷移はν 〽 〱の浴でのみ起きるとみなした〮 このマスタ

ー方程式の離散化を

pX〨x〻 t〫 dt〩 〽

N∑
x′=1

M∑
ν=1

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩, 〨〳〮〳〵〩

のような同時確率分布p〨x〻 t 〫 dt, x′〻 t, ν〩 〨ただし〬 p〨x〻 t 〫 dt, x′〻 t, ν〩 ≥ 〰か

つ
∑N

x=1

∑N
x′=1

∑M
ν=1 p〨x〻 t 〫 dt, x′〻 t, ν〩 〽 〱を満たす〩の周辺化だと見なすと〬

x ̸〽 x′のときの同時確率分布は

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩 〽 J+(ν)〨x|x′〻 t〩dt, 〨〳〮〳〶〩
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のように流入項J+(ν)〨x|x′〻 t〩を用いて書くことができる〮 よって〬 エントロピー生成

率σ〨t〩にdtをかけたものは〬 O〨dt2〩を無視すると

σ〨t〩dt 〽
∑

x,x′,ν|x ̸=x′

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩F (ν)〨x|x′〻 t〩,

〽
∑
x,x′,ν

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩F (ν)〨x|x′〻 t〩,

〽
∑
x,x′,ν

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩せ、sbath(ν)〨x|x′〻 t〩 〫 、ssys〨x|x′〻 t〩そ, 〨〳〮〳〷〩

のように計算ができる〮 ただし和の範囲の変更のためにF (ν)〨x|x〻 t〩 〽 〰という事実を用い

ている〮 この計算は期待値⟨· · · ⟩ 〽
∑

x,x′,ν p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩 · · ·の表記を用いて

σ〨t〩dt 〽 ⟨F 〨t〩⟩
〽 ⟨、sbath〨t〩⟩〫 ⟨、ssys〨t〩⟩, 〨〳〮〳〸〩

と書き直すことができるだろう〮 すなわちσ〨t〩dtは熱浴と系のエントロピー変化の期待値

の和であると考えることができる〮 よって〬 熱力学第二法則〨〳〮〲〸〩は

⟨、sbath〨t〩⟩〫 ⟨、ssys〨t〩⟩ ≥ 〰, 〨〳〮〳〹〩

と熱浴と系のエントロピー変化の期待値の和が非負であることを主張する〮 また等号達成

条件は詳細釣り合い条件が成り立つとき〬 すなわち平衡状態の時である〮

またエントロピー生成を用いた熱力学第二法則の表現は

〆〨τ〩 〽

∫ t=τ

t=0

dt
⟨F 〨t〩⟩
dt

〽

∫ t=τ

t=0

dt
⟨、sbath〨t〩⟩

dt
〫

∫ t=τ

t=0

dt
⟨、ssys〨t〩⟩

dt

≥ 〰, 〨〳〮〴〰〩

となる〮 ただし被積分関数は厳密にはdt → 〰の極限を考える必要がある〮 時刻〰からτまで

に熱機関のサイクルが行われるとしてマクロな熱力学における熱力学第二法則の表現であ

るクラウジウスの定理との対応関係を考えると〬 項
∫ t=τ

t=0
dt〨⟨、ssys〨t〩⟩/dt〩はサイクルで消

えるマクロな系の熱力学的なエントロピー
∮
dSSYSの項に〬 項

∫ t=τ

t=0
dt〨⟨、sbath〨t〩⟩/dt〩は

サイクルで消えない熱浴との熱のやりとりで−
∮ ∑

iせδQi/Tiそとかかれる項にそれぞれ対

応している〮 ただし〬 SSYSはマクロな系の熱力学的なエントロピー〬 δQiは温度Tiの熱浴と

交換した熱〬
∮
は熱機関のサイクルに関する積分である〮

3.2.3 系のエントロピー変化とShannonエントロピーの変化

実際〬 上述のマクロな系での対応関係のように⟨、ssys〨t〩⟩ も〬 マクロな系の熱力学的な

エントロピーと同様にサイクルで消えるような状態量の微分で書けていることをこれから

見ていこう〮 この系のエントロピー変化の期待値⟨、ssys〨t〩⟩はゆらぎの熱力学においては〬

⟨、ssys⟩が情報理論において用いられている情報の尺度の指標であることちののはのエントロピ

ー

H〨X〻 t〩 〽 −
N∑

x=1

pX〨x〻 t〩 ぬの pX〨x〻 t〩, 〨〳〮〴〱〩
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の変化量に相当する〮

では実際に〬 このことちののはのエントロピーH〨X〻 t〩と⟨、ssys〨t〩⟩の関係を見ていこう〮 まず

周辺化から

⟨、ssys〨t〩⟩ 〽
∑
x,x′,ν

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩せぬの pX〨x′〻 t〩− ぬの pX〨x〻 t〩そ

〽

N∑
x′=1

pX〨x′〻 t〩 ぬの pX〨x′〻 t〩−
N∑

x=1

pX〨x〻 t〫 dt〩 ぬの pX〨x〻 t〩, 〨〳〮〴〲〩

と計算できる〮 ここで今

N∑
x=1

pX〨x〻 t〫 dt〩 ぬの pX〨x〻 t〫 dt〩

〽

N∑
x=1

pX〨x〻 t〫 dt〩 ぬの pX〨x〻 t〩 〫

N∑
x=1

pX〨x〻 t〩dt
∂tpX〨x〻 t〩

pX〨x〻 t〩
〫O〨dt2〩

〽

N∑
x=1

pX〨x〻 t〫 dt〩 ぬの pX〨x〻 t〩 〫 dt∂t

[
N∑

x=1

pX〨x〻 t〩

]
〫O〨dt2〩

〽

N∑
x=1

pX〨x〻 t〫 dt〩 ぬの pX〨x〻 t〩 〫O〨dt2〩, 〨〳〮〴〳〩

とO〨dt〩の項は確率の規格化
∑

x pX〨x〻 t〩 〽 〱で消えてくれるため〬 O〨dt2〩の違いを無視す

ることで〬

⟨、ssys⟩ 〽
N∑

x=1

pX〨x〻 t〩 ぬの pX〨x〻 t〩−
N∑

x=1

pX〨x〻 t〫 dt〩 ぬの pX〨x〻 t〫 dt〩

〽 H〨X〻 t〫 dt〩−H〨X〻 t〩 〨〳〮〴〴〩

〽
dH〨X〻 t〩

dt
dt, 〨〳〮〴〵〩

と時刻tでの確率変数Xに関することちののはのエントロピーH〨X〻 t〩の変化量とみなすことが

できる〮 同様に時間積分した量は∫ t=τ

t=0

dt
⟨、ssys⟩

dt
〽

∫ t=τ

t=0

dt
dH〨X〻 t〩

dt
〽 H〨X〻 τ〩−H〨X〻 〰〩, 〨〳〮〴〶〩

と異なる時間間のことちののはのエントロピーの差分を与える〮 ただし被積分関数はdt → 〰の極

限で正当化される〮 時刻t 〽 〰から時刻t 〽 τの遷移で分布がpX〨x〻 〰〩 〽 pX〨x〻 τ〩を満たす

ようなサイクル過程では〬 この積分値は〰となり〬 マクロな系に熱力学におけるサイクルと

同様の性質を持っていることがわかる〮

またことちののはのエントロピーの差分の表記を用いて熱力学第二法則〨〳〮〲〸〩を書き直すと

H〨X〻 τ〩−H〨X〻 〰〩 ≥ −
∫ t=τ

t=0

⟨、sbath〨t〩⟩, 〨〳〮〴〷〩

となるが〬 この不等式における左辺は純粋に情報理論で議論されることちののはのエントロピー

で定義される量であるのに対して〬 右辺は熱浴のエントロピー変化という熱力学的な量に

なっている〮 よって〬 ゆらぎの熱力学はマスター方程式で記述されるような確率的なダイ

ナミクスにおいて〬 この熱力学第二法則の表現から情報理論と熱力学の素朴な接点を与え

ることがわかるだろう〮
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3.2.4 エントロピー生成率と熱力学第一法則

確率過程におけるエントロピー生成率の定義は熱力学第二法則と整合的であることをこ

こまでみた〮 ここではエントロピー生成率の定義が熱力学第一法則とも整合的であること

をみてみよう〮

まず熱力学第一法則を考える出発点として逆温度βの熱浴が一つしかないM 〽 〱の状況

を考える〮 また時間に依存するポテンシャルUX〨x〻 t〩で局所詳細つり合い条件

ぬの
W (1)〨x|x′〻 t〩

W (1)〨x′|x〻 t〩
〽 −β〨UX〨x〻 t〩− UX〨x′〻 t〩〩, 〨〳〮〴〸〩

が与えられる設定を考えよう〮 このポテンシャルUX〨x〻 t〩の時刻tにおける分布pX〨x〻 t〩で

の期待値⟨UX〨t〩⟩は

⟨UX〨t〩⟩ 〽
N∑

x=1

UX〨x〻 t〩pX〨x〻 t〩, 〨〳〮〴〹〩

で記述できる〮 ここで⟨UX〨t〩⟩の時間微分を次のような分解で書くことにする〮

d⟨UX〨t〩⟩
dt

〽

N∑
x=1

〨∂tUX〨x〻 t〩〩pX〨x〻 t〩 〫

N∑
x=1

UX〨x〻 t〩∂tpX〨x〻 t〩. 〨〳〮〵〰〩

ここでポテンシャルUX〨x〻 t〩の時間依存性に起因する項を外部からコントロールしてポテ

ンシャルの期待値が増えた寄与として

N∑
x=1

〨∂tUX〨x〻 t〩〩pX〨x〻 t〩 〽
δW
δt

〨t〩 〨〳〮〵〱〩

と書き〬 仕事の量δW/δt〨t〩だと考えることにしよう〮 すると残りの項は〬 もし熱力学第一

法則を満たすと仮定すれば

d⟨UX〨t〩⟩
dt

〽
δQ
δt

〨t〩 〫
δW
δt

〨t〩, 〨〳〮〵〲〩

を満たすような熱δQ/δt〨t〩だとみなすことができる〮 すなわち〬 熱は

δQ
δt

〨t〩 〽
d⟨UX〨t〩⟩

dt
− δW

δt
〨t〩

〽

N∑
x=1

UX〨x〻 t〩∂tpX〨x〻 t〩, 〨〳〮〵〳〩

で定義され〬 分布の時間変化からポテンシャルの期待値が増えた寄与だとみなすことがで

きる〮

このような熱δQ/δt〨t〩の定義が〬 実際に熱力学第二法則の表現と矛盾しないことを確か

めてみよう〮 この熱の定義を用いると〬 エントロピー生成率σ〨t〩は

σ〨t〩 〽
dH〨X〻 t〩

dt
− β

δQ
δt

〨t〩, 〨〳〮〵〴〩
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で与えられることが次のように確かめられる〮

dH〨X〻 t〩

dt
− β

δQ
δt

〨t〩

〽 −
N∑

x=1

ぬの pX〨x〻 t〩∂tpX〨x〻 t〩−
N∑

x=1

βUX〨x〻 t〩∂tpX〨x〻 t〩

〽 −
N∑

x=1

せぬの pX〨x〻 t〩 〫 βUX〨x〻 t〩そ

N∑
x′=1

J (1)〨x|x′〻 t〩

〽 −〱

〲

N∑
x=1

N∑
x′=1

せぬの pX〨x〻 t〩 〫 βUX〨x〻 t〩そJ (1)〨x|x′〻 t〩

−〱

〲

N∑
x=1

N∑
x′=1

せぬの pX〨x′〻 t〩 〫 βUX〨x′〻 t〩そJ (1)〨x′|x〻 t〩

〽
〱

〲

N∑
x=1

N∑
x′=1

[
ぬの

pX〨x〻 t〩

pX〨x′〻 t〩
− β〨UX〨x′〻 t〩− UX〨x〻 t〩〩

]
J (1)〨x′|x〻 t〩

〽
〱

〲

N∑
x=1

N∑
x′=1

ぬの
W (1)〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩

W (1)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩
J (1)〨x′|x〻 t〩

〽
∑

x,x′|x>x′

F (1)〨x′|x〻 t〩J (1)〨x′|x〻 t〩

〽 σ〨t〩. 〨〳〮〵〵〩

ただしここの計算では〬 局所詳細つり合い条件〨〳〮〶〴〩〬 熱の定義〨〳〮〵〳〩〬 マスター方程

式∂tpX〨x〻 t〩 〽
∑N

x′=1 J
(1)〨x|x′〻 t〩と流れの反対称性J (1)〨x′|x〻 t〩 〽 −J (1)〨x|x′〻 t〩を用い

ている〮 すでにdt → 〰の極限で

⟨、ssys⟩
dt

〽
dH〨X〻 t〩

dt
, 〨〳〮〵〶〩

であることは見ていたので〬 熱からくるエントロピー生成率への寄与は

⟨、sbath⟩
dt

〽 −β
δQ
δt

〨t〩, 〨〳〮〵〷〩

であることを確かめることができるだろう〮

3.2.5 カノニカル分布を用いたエントロピー生成率の表現

また〬 カノニカル分布を用いて先ほどの状況を再考察するのも理解を深める上で重要だ

ろう〮 ここでは逆温度βの熱浴が一つしかないM 〽 〱の状況で時間に依存するポテンシャ

ルUX〨x〻 t〩で局所詳細釣り合い条件を満たす場合を考える〮 そのとき時間に依存する平衡

分布として〬 時刻tに依存するポテンシャルUX〨x〻 t〩で与えられるカノニカル分布

peqX 〨x〻 t〩 〽
づへば〨−βUX〨x〻 t〩〩∑N
x=1 づへば〨−βUX〨x〻 t〩〩

, 〨〳〮〵〸〩

を考えよう〮 統計力学で行っているのと同様に時刻tに依存するえづぬねとはぬぴぺの自由エネルギ

ーうX〨t〩を

うX〨t〩 〽 −β−1 ぬの

[
N∑

x=1

づへば〨−βUX〨x〻 t〩〩

]
, 〨〳〮〵〹〩
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と定義すると〬 このカノニカル分布は

peq〨x〻 t〩 〽 づへばせ−β〨UX〨x〻 t〩− うX〨t〩〩そ, 〨〳〮〶〰〩

で与えられる〮 統計力学ではこの量うX〨t〩がえづぬねとはぬぴぺの自由エネルギーに相当すること

は〬 平衡熱力学における対応関係から導入していた〮 実際〬

−β−1
N∑

x=1

peq〨x〻 t〩 ぬの peq〨x〻 t〩 〽

N∑
x=1

peq〨x〻 t〩〨UX〨x〻 t〩− うX〨t〩〩, 〨〳〮〶〱〩

から〬 これが平衡熱力学におけるTSSYS 〽 U th − F thに対応していることがみてとれるだ

ろう〮 ただしここでSSYSは平衡熱力学におけるマクロな系のエントロピー、 U thは平衡熱

力学におけるマクロな系の内部エネルギー、 F thは平衡熱力学におけるえづぬねとはぬぴぺの自由

エネルギーである〮

まずこのカノニカル分布の表記を用いると〬 熱の量は

δQ
δt

〨t〩 〽 −
N∑

x=1

せβ−1 ぬの peq〨x〻 t〩 〫 うX〨t〩そ∂tpX〨x〻 t〩

〽 −
N∑

x=1

せβ−1 ぬの peq〨x〻 t〩そ∂tpX〨x〻 t〩− うX〨t〩∂t

[
N∑

x=1

pX〨x〻 t〩

]

〽 −
N∑

x=1

せβ−1 ぬの peq〨x〻 t〩そ∂tpX〨x〻 t〩, 〨〳〮〶〲〩

と書くことができる〮 ただしここで
∑N

x=1 pX〨x〻 t〩 〽 〱となる項は∂tの偏微分で消えるこ

とを用いている〮 またエントロピー生成率は

σ〨t〩 〽
dH〨X〻 t〩

dt
− β

δQ
δt

〨t〩

〽 −
N∑

x=1

ぬの
pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〻 t〩
∂tpX〨x〻 t〩 〨〳〮〶〳〩

の形でかける〮 すなわちエントロピー生成率は現在の時刻tでの分布pX〨x〻 t〩と現在の時

刻tでのポテンシャルUX〨x〻 t〩が与えるカノニカル分布peq〨x〻 t〩の対数の差分ぬの peqX 〨x〻 t〩−
ぬの pX〨x〻 t〩と〬 分布の時間発展∂tpX〨x〻 t〩の積の形でかけることがわかる〮 また局所詳細釣

り合い条件は

ぬの
W (1)〨x|x′〻 t〩

W (1)〨x′|x〻 t〩
〽 −β〨UX〨x〻 t〩− UX〨x′〻 t〩〩 〽 ぬの

peq〨x〻 t〩

peq〨x′〻 t〩
, 〨〳〮〶〴〩

で与えられるため〬 力F (1)〨x′|x〻 t〩については

F (1)〨x′|x〻 t〩 〽 ぬの
p〨x〻 t〩

peq〨x〻 t〩
− ぬの

p〨x′〻 t〩

peq〨x′〻 t〩
〨〳〮〶〵〩

で与えられる〮 よって先ほどの対数の差分を〈〨x〻 t〩 〽 ぬの peqX 〨x〻 t〩− ぬの pX〨x〻 t〩と置き直す

と〬 力は

F (1)〨x′|x〻 t〩 〽 〈〨x′〻 t〩− 〈〨x〻 t〩, 〨〳〮〶〶〩

のように書け〬 一方でエントロピー生成率は

σ〨t〩 〽

N∑
x=1

〈〨x〻 t〩∂tpX〨x〻 t〩 〨〳〮〶〷〩
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で与えられることがわかるだろう〮

またグラフの表現を用いて接続行列Bによってマスター方程式と力を記述することで〬

上述の表現〨〳〮〶〷〩は簡単に求めることができる〮 すなわちマスター方程式を

∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩 〨〳〮〶〸〩

ように記述し〬 力のベクトルF 〨t〩を

F 〨t〩 〽 BT〈〨t〩, 〨〳〮〶〹〩

のように記述しよう〮ただし〬〈〨t〩は〈〨x〻 t〩に関するN行ベクトル〈〨t〩 〽 〨〈〨〱〻 t〩, . . . ,〈〨N 〻 t〩〩の

表記である〮 今回F 〨t〩 〽 BT〈〨t〩とかけることは次のような計算

F (1)〨x′|x〻 t〩 〽
N∑

y=1

せδyx′ − δyxそ〈〨y〻 t〩 〽 〈〨x′〻 t〩− 〈〨x〻 t〩, 〨〳〮〷〰〩

から確かめられる〮 そこでエントロピー生成率のベクトルの内積による表現から

σ〨t〩 〽 FT〨t〩J〨t〩

〽 〈T〨t〩BJ〨t〩

〽 〈T〨t〩∂tpX〨t〩, 〨〳〮〷〱〩

のように〬 この表現〨〳〮〶〷〩が与えられることがわかる〮

ちなみに表現〨〳〮〶〷〩と熱力学第二法則を組み合わせることで〬 非負性〈T〨t〩∂tpX〨t〩 ≥
〰が得られる〮 これは確率分布の時間発展∂tpX〨t〩は〈T〨t〩との内積が非負になる方向に変

化しなければならないという制限を熱力学第二法則が与えることを意味している〮 このよ

うに熱力学第二法則は時間発展の方向を決める役割を持っている〬 ということもできるだ

ろう〮

3.3 overdampedなFokker–Planck方程式における熱力学第二

法則

これまでは離散のマスター方程式に対して〬 熱力学第二法則を考えていた〮 ここでは連

続な状態y ∈ Rd 〨d ∈ N>0〩におけるマスター方程式の場合も考えていこう〮 ここでは特に

次のようなはぶづひつちねばづつながちのでづぶどの方程式に対応するうはににづひほぐぬちのっに方程式

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 −∇ · 〨νY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩〩, 〨〳〮〷〲〩

νY 〨y〻 t〩 〽 −µ∇せUY 〨y〻 t〩 〫 β−1 ぬのPY 〨y〻 t〩そ, 〨〳〮〷〳〩

に対して〬 熱力学第二法則がどのような形で与えられるかについて考えたい〮

離散の時における熱力学第一法則を経由した方法と同様の方法で〬 連続の場合のエント

ロピー生成率を定義してみよう〮 まず〬 次のようにポテンシャルの期待値⟨UY 〨t〩⟩を

⟨UY 〨t〩⟩ 〽
∫

dyUY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〷〴〩

で定義しよう〮 ここで〬 このポテンシャルの期待値の時間微分

∂t⟨UY 〨t〩⟩ 〽
∫

dy〨∂tUY 〨y〻 t〩〩PY 〨y〻 t〩 〫

∫
dyUY 〨y〻 t〩〨∂tPY 〨y〻 t〩〩, 〨〳〮〷〵〩
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について〬 これが熱力学第一法則

∂t⟨UY 〨t〩⟩ 〽 δW
δt

〨t〩 〫
δQ
δt

〨t〩, 〨〳〮〷〶〩

とみなせるように〬 それぞれの寄与を仕事の寄与δW/δt〨t〩と熱の寄与δQ/δt〨t〩として次の

ように定義しよう〬

δW
δt

〨t〩 〽

∫
dy〨∂tUY 〨y〻 t〩〩PY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〷〷〩

δQ
δt

〨t〩 〽

∫
dyUY 〨y〻 t〩〨∂tPY 〨y〻 t〩〩. 〨〳〮〷〸〩

さらにことちののはのエントロピーの連続状態y ∈ Rdへの拡張として微分エントロピ

ーH〨Y 〻 t〩を

H〨Y 〻 t〩 〽 −
∫

dyPY 〨y〻 t〩 ぬのPY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〷〹〩

のように導入する〮 離散の場合と同様に〬 この微分エントロピーを系のエントロピーとみ

なしてみよう〮 すると系のエントロピーの時間変化と熱浴のエントロピーの時間変化から〬

エントロピー生成率σ〨t〩は次のように定義することができるだろう〮

σ〨t〩 〽
dH〨Y 〻 t〩

dt
− β

δQ
δt

. 〨〳〮〸〰〩

このように定義したエントロピー生成率が熱力学第二法則〬 すなわち非負性を満たすこ

とは次のような直接計算から確かめられる〮

σ〨t〩 〽 −
∫

dy ぬのPY 〨y〻 t〩∂tPY 〨y〻 t〩−
∫

dy∂tPY 〨y〻 t〩− β
δQ
δt

〽 −β

∫
dyせUY 〨y〻 t〩 〫 β−1 ぬのPY 〨y〻 t〩そ∂tPY 〨y〻 t〩

〽 β

∫
dyせUY 〨y〻 t〩 〫 β−1 ぬのPY 〨y〻 t〩そ∇ · 〨νY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩〩

〽 β

∫
dyせ−∇せUY 〨y〻 t〩 〫 β−1 ぬのPY 〨y〻 t〩そそ · 〨νY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩〩

〽
β

µ

∫
dy∥νY 〨y〻 t〩∥2PY 〨y〻 t〩. 〨〳〮〸〱〩

ここでは確率の規格化条件
∫
dy∂tPY 〨y〻 t〩 〽 ∂t〨〱〩 〽 〰を用い〬 PY 〨y〻 t〩が無限遠で消え

るという仮定の元での部分積分を行なった〮 よって〬 エントロピー生成率の非負性は

σ〨t〩 〽
β

µ

∫
dy∥νY 〨y〻 t〩∥2PY 〨y〻 t〩〩 ≥ 〰, 〨〳〮〸〲〩

のように確かめられた〮

またPY 〨y〻 t〩がガウス分布のように全てのyで非ゼロな値を取るような分布に対しては〬

任意のyに対してνY 〨y〻 t〩 〽 〰であることが等号達成条件になっており〬 これは平衡条件

になっている〮 すなわち平衡状態のときにエントロピー生成率は〰になることがわかる〮

またこのがちのでづぶどの方程式におけるポテンシャルUY 〨y〻 t〩が与えるカノニカル分

布P eq
Y 〨y〻 t〩を

P eq
Y 〨y〻 t〩 〽

づへばせ−βUY 〨y〻 t〩そ∫
dy づへばせ−βUY 〨y〻 t〩そ

〽 づへばせ−β〨UY 〨y〻 t〩− うY 〨t〩〩そ, 〨〳〮〸〳〩
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のように導入してみよう〮 すると〬 エントロピー生成率は

σ〨t〩 〽

∫
dyせぬのP eq

Y 〨y〻 t〩− ぬのPY 〨y〻 t〩そ∂tPY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〸〴〩

のようにかける〮 つまり〬 離散の時と同じように〈Y 〨y〻 t〩 〽 ぬのP eq
Y 〨y〻 t〩 − ぬのPY 〨y〻 t〩と

いう量を導入すれば〬

σ〨t〩 〽

∫
dy〈Y 〨y〻 t〩∂tPY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〸〵〩

という表現が得られる〮 よって確率分布の時間発展∂tPY 〨y〻 t〩は熱力学第二法則より〬

〈Y 〨y〻 t〩との内積が非負になる方向に動かなければならないことがわかる〮

また〬 速度場νY 〨y〻 t〩の定数倍は

β

µ
νY 〨y〻 t〩 〽 ∇〈Y 〨y〻 t〩, 〨〳〮〸〶〩

で表され〬 一方　うはににづひほぐぬちのっに方程式は流れjY 〨y〻 t〩 〽 νY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩を用いて

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 −∇ · jY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〸〷〩

で記述できる〮 これは離散の場合の力F 〨t〩 〽 BT〈〨t〩と連続の式∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩の対応

物だとみなすことができる〮 ただし接続行列の転置BTは演算子∇〨· · · 〩に〬 接続行列Bは演

算子−∇ · 〨· · · 〩に相当している〮 またこのような表記のもとでは〬 エントロピー生成率は

σ〨t〩 〽

∫
dy〈Y 〨y〻 t〩∂tPY 〨y〻 t〩

〽

∫
dy〈Y 〨y〻 t〩〨−∇ · jY 〨y〻 t〩〩

〽

∫
dy∇〈Y 〨y〻 t〩 · jY 〨y〻 t〩

〽

∫
dy

(
β

µ
νY 〨y〻 t〩

)
· jY 〨y〻 t〩

〽

∫
dy

(
β

µ
νY 〨y〻 t〩

)T

jY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〸〸〩

のように書き直せる〮 この表記は離散の場合の力と流れによるエントロピー生成率の表

現σ〨t〩 〽 FT〨t〩J〨t〩の対応物である〮

ここまではうはににづひほぐぬちのっに方程式がポテンシャル力UY 〨y〻 t〩で記述され〬また逆温度βの

一つだけで表現できる単一熱浴しかない状況を考えていたが〬 この力と流れによるエン

トロピー生成率の表現式〨〳〮〸〸〩は〬 離散のときと同様に非ポテンシャル力や熱浴のが複数

あるような状況にも拡張可能である〮 例えば〬 次のように各次元で異なる熱浴の逆温度βi

〨i ∈ {〱, · · · , d}〩を持つ〬 非ポテンシャル力で駆動されるはぶづひつちねばづつながちのでづぶどの方程式に

対応したうはににづひほぐぬちのっに方程式

∂tPY 〨y〻 t〩 〽 −∇ · jY 〨y〻 t〩 〽 −∇ · 〨νY 〨y〻 t〩PY 〨y〻 t〩〩, 〨〳〮〸〹〩

〨νY 〨y〻 t〩〩i 〽 −µ〨F Y 〨y〻 t〩〩i − µβ−1
i ∂yi ぬのPY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〹〰〩
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においては〬 エントロピー生成率は式〨〳〮〸〸〩の拡張として

σ〨t〩 〽

d∑
i=1

∫
dy

(
βi

µ
〨νY 〨y〻 t〩〩i

)
〨jY 〨y〻 t〩〩i

〽

d∑
i=1

βi

µ

∫
dy 〨〨νY 〨y〻 t〩〩i〩

2
PY 〨y〻 t〩, 〨〳〮〹〱〩

のように定義される〮 ただし〨· · · 〩iはベクトルの成分表示である〮 また〬 逆行列〨　−1〩ij 〽

δijβiµ
−1を導入して

σ〨t〩 〽

∫
dyせνT

Y 〨y〻 t〩　−1νY 〨y〻 t〩そPY 〨y〻 t〩

〽

∫
dy

jTY 〨y〻 t〩　−1jY 〨y〻 t〩

PY 〨y〻 t〩
, 〨〳〮〹〲〩

という表記でも記述される〮 特にこの逆行列　−1を用いた表現は〬 易動度がµijのように行

列で導入されνY 〨y〻 t〩が行列の積の形で与えられるより一般の場合に使われており〬 その

場合は逆行列　−1は易動度の逆行列を用いて定義される〮

3.4 非平衡定常状態での熱力学とKirchhoffの法則

これまでに説明したグラフ表現を用いて〬 離散な状態でのマスター方程式における定常

状態についてより深く考察していこう〮 今マスター方程式

∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩 〨〳〮〹〳〩

で確率分布が時間発展する状況を考える〮 遷移レートは時間に依存しないとし

てW (ν)〨x′|x〩で記述できるとする〮 その時〬 ρ 〽 〨x, x′, ν〩としたときの定常状態における

流れを

J st
ρ 〽 J+st

ρ − J−st
ρ , 〨〳〮〹〴〩

J+st
ρ 〽 W (ν)〨x|x′〩pstX〨x′〩, 〨〳〮〹〵〩

J−st
ρ 〽 W (ν)〨x′|x〩pstX〨x〩, 〨〳〮〹〶〩

とし〬 そのベクトル表現をJ st 〽 〨J st
1 , · · · , J st

|E|〩
T〬 J+st 〽 〨J+st

1 , · · · , J+st
|E| 〩

T〬

J−st 〽 〨J−st
1 , · · · , J−st

|E| 〩
Tとしよう〮 また定常分布のベクトル表記もpst

X 〽

〨pstX〨〱〩, · · · , pstX〨N〩〩Tのように導入しておこう〮 すると定常状態の条件は

∂tp
st
X 〽 BJ st 〽 〰, 〨〳〮〹〷〩

で与えられる〮 すなわち〬 J stに接続行列Bをかけるとゼロベクトル〰を与えることが定常

の条件である〮 この条件を線形代数における表現で言い直すと〬 J stは接続行列Bのカーネ

ルに属している〨J st ∈ かづひせBそ〩という表現にもなる〮

ではこのような条件から何が言えるだろうか〮 参考になるのは電気回路のかどひっととは》理

論とのアナロジーである〮 このような電気回路のかどひっととは》理論とマスター方程式におけ

るきちひにはぶ過程とのアナロジーを指摘した重要な研究として〬 こっとのちにづのぢづひでネットワーク

理論 せ〳そが挙げられる〮 このこっとのちにづのぢづひでネットワーク理論は〬 ゆらぎの熱力学の最初期

の研究として特筆すべき点が多い重要な理論である〮
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では電気回路とのアナロジーについて〬 グラフの表現を用いて述べてみよう〮まず接続行

列Bの各成分は〬 グラフの繋がり方に応じて〬 あるノードに流入する時は〫〱〬 あるノードか

ら流出する時は−〱となるようにエッジρ 〽 〨ι〨ρ〩, ι′〨ρ〩, ν〩に対してBxρ 〽 δxι(ρ)−δxι′(ρ)と

なるように定義していた〮 よって〬 定常状態の条件BJ st 〽 〰に対して〬 J stを定常電流とす

る電気回路のアナロジーを考えると「〫〱の寄与からくる流入する電流と−〱の寄与からく

る流出する電流は等しい」というかひどっととは》の第一法則〨電流則〩と対応づけることができ

る〮 このアナロジーに基づくと電気回路においてはかどひっととは》理論から回路を一周する定常

電流を定義できるように〬 マスター方程式で記述される系の定常状態においては定常なサ

イクルの流れという概念を導入可能である〮 数学的には接続行列Bのにづひのづぬがサイクルに

相当するベクトルを与えるという事実から〬 定常な流れJ stが接続行列Bのカーネルに属し

ていることを用いて〬 この定常なサイクルの流れを導入できる〮

さて〬 まずサイクルの定義を説明していこう〮 まずサイクルCをエッジの集合として

C 〽 {ρi 〽 〨ι〨ρi〩, ι
′〨ρi〩, νi〩|i ∈ {〱, . . . , n}, ι′〨ρi+1〩 〽 ι〨ρi〩}, 〨〳〮〹〸〩

のように導入する〮 ただし〬 ι′〨ρn+1〩はι′〨ρn+1〩 〽 ι′〨ρ1〩として定義する〮 このサイクルの

定義を直感的に説明すると〬 エッジρ1, ρ2, . . . ρnを辿って〬 元のノードι〨ρn〩 〽 ι′〨ρn+1〩 〽

ι′〨ρ1〩に戻ってくるようなエッジの集合になっている〮 また話を簡単化するために〬 サイク

ルは同じエッジを含まない〨すなわち任意のi ̸〽 jでρi ̸〽 ρj〩とする〮さらにあるエッジρi 〽

〨ι〨ρi〩, ι
′〨ρi〩, νi〩がサイクルに含まれている場合〬 逆向きのエッジρ†i 〽 〨ι′〨ρi〩, ι〨ρi〩, νi〩も

そのサイクルに含まれない〨すなわち任意のi ̸〽 jでρi ̸〽 ρ†j〩とする〮

このようなサイクルCに対して〬 エッジを引数とした量Sρ〨C〩を次のように定義
する〻 もしサイクルCに遷移ρ 〽 〨ι〨ρ〩, ι′〨ρ〩, ν〩が含まれていたらSρ〨C〩 〽 〱を〬 遷

移ρ 〽 〨ι〨ρ〩, ι′〨ρ〩, ν〩とは逆向きの遷移ρ† 〽 〨ι′〨ρ〩, ι〨ρ〩, ν〩がサイクルCに含まれていた
らSρ〨C〩 〽 −〱を〬 そのどちらも含まれていない場合はSρ〨C〩 〽 〰と定義する〮 すなわち

Sρ〨C〩 〽

 〱 〨ρ ∈ C〩
−〱 〨ρ† ∈ C〩
〰 〨はぴとづひぷどびづ〩

, 〨〳〮〹〹〩

のように定義しよう〮

この量のエッジρ ∈ E に対するベクトル表現S〨C〩 〽 〨S1〨C〩, · · · ,S|E|〨C〩〩Tは〬 接続行

列Bのカーネルに属する〨S〨C〩 ∈ かづひせBそ〩ことが次のように確かめられる〮 　任意のxに対
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して〬∑
ρ∈E

BxρSρ〨C〩 〽
∑

ρ∈E,ρ∈C
〨δxι(ρ) − δxι′(ρ)〩Sρ〨C〩 〫

∑
ρ∈E,ρ†∈C

〨δxι(ρ) − δxι′(ρ)〩Sρ〨C〩

〽
∑

ρ∈E,ρ∈C
〨δxι(ρ) − δxι′(ρ)〩Sρ〨C〩 〫

∑
ρ†∈E,ρ∈C

〨δxι(ρ†) − δxι′(ρ†)〩Sρ†〨C〩

〽
∑

ρ∈E,ρ∈C
〨δxι(ρ) − δxι′(ρ)〩Sρ〨C〩 〫

∑
ρ†∈E,ρ∈C

〨δxι′(ρ) − δxι(ρ)〩〨−Sρ〨C〩〩

〽
∑
ρ∈C

[
δxι(ρ) − δxι′(ρ)

]
Sρ〨C〩

〽

n∑
i=1

[
δxι(ρi) − δxι′(ρi)

]
〽

n∑
i=1

[
δxι′(ρi+1) − δxι′(ρi)

]
〽 〰, 〨〳〮〱〰〰〩

である〮 ただし〬 ρ ∈ Eならばρ† /∈ Eであることから〬 ρに関する和の範囲の制限を変更して

おり〬 またサイクルCの定義より〬 ι〨ρi〩 〽 ι′〨ρi+1〩〬 ι
′〨ρ1〩 〽 ι′〨ρn+1〩を用いている〮 よって

BS〨C〩 〽 〰. 〨〳〮〱〰〱〩

がえられ〬 S〨C〩 ∈ かづひせBそである〮

任意のサイクルCに対して S〨C〩 ∈ かづひせBそが得られるため〬 複数の異なるサイクルCµを
使ってカーネルかづひせBそを張る基底を考えていこう〮 すなわち〬 かづひせBそに属する任意のベク

トルa ∈ かづひせBそは〬 あるサイクルの集合{Cµ|µ 〽 〱, · · · , nC}によって

a 〽

nC∑
µ=1

aµS〨Cµ〩. 〨〳〮〱〰〲〩

のように一意に定まる係数aµを用いて常に構成できるとしよう〮 ただしnC 〽

つどねかづひせBそとし〬 S〨Cµ〩 〨µ 〽 〱, · · · , nC〩はBのカーネルの基底になっているとする〮 これ

がa ∈ かづひせBそであることは

Ba 〽

nC∑
µ=1

aµBS〨Cµ〩 〽 〰, 〨〳〮〱〰〳〩

より明らかである〮 このようにS〨Cµ〩がカーネルの基底となるようなサイクルの集
合{Cµ|µ 〽 〱, · · · , nC}が存在することは自明ではないが〬 てふのつちねづのぴちぬ びづぴ はて っべっぬづと

いう名前で実際に一意ではないが存在することがグラフ理論において知られており〬 また

その構成方法も全域木から構成する方法が知られている せ〳そ〮ここではこのようなサイクル

の集合があるとして〬 話を進めていきたい〮

さて定常状態の流れに立ち戻ってみよう〮 定常状態の流れはJ st ∈ かづひせBそのようにカー

ネルかづひせBそに属するため〬　先ほど導入したカーネルの基底S〨Cµ〩 〨µ 〽 〱, · · · , nC〩による

表現を行うと〬 定常な流れJ stは係数aµ 〽 J st
µ を用いて

J st 〽

nC∑
µ=1

J st
µ S〨Cµ〩, 〨〳〮〱〰〴〩
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のようにかけるだろう〮 この係数J st
µ を定常なサイクルCµの流れと呼ぶことにしよう〮

この表現から定常な流れJ stは定常な各サイクルの流れによる成分J st
µ S〨Cµ〩の和に分

解可能であるという重要な事実がわかる〮 また行列Sρµ 〽 Sρ〨Cµ〩とベクトルJ st 〽

〨J st
1 , · · · ,J st

nC
〩Tの表記を使うと〬 式〨〳〮〱〰〴〩は

J st 〽 SJ st, 〨〳〮〱〰〵〩

のように書くこともできる〮 ここで行列Sはサイクルを表現する行列としてサイクル行列
と呼ばれることもある〮 サイクル行列Sは

BS 〽 O, 〨〳〮〱〰〶〩

のようにゼロ行列Oを与えるため〬 定常の条件は

BJ st 〽 BSJ st 〽 OJ st 〽 〰, 〨〳〮〱〰〷〩

のように満たされることがわかるだろう〮

また表現J st 〽 SJ stは以前述べた電気回路のアナロジーに立ち戻ると〬 サイクルCµで
表現される閉回路における独立な定常な電流の和として〬 エッジで表現される各導線にお

ける定常な電流が与えられることに相当している〮

また定常状態が平衡になる条件についても考えてみよう〮 定常状態が平衡になる条件

はJ st 〽 〰であることだが〬 ゼロベクトル〰は自明に〰 ∈ かづひせBそ 〨B〰 〽 〰〩より〬 カーネル

の基底による表現は

〰 〽

nC∑
µ=1

〰× S〨Cµ〩, 〨〳〮〱〰〸〩

となる〮 すなわち〬 定常状態が平衡になる条件は〬 任意のµに対して定常なサイクルの流れ

がJ st
µ 〽 〰 〨もしくはJ st 〽 〰〩となることと捉え直すことも可能である〮

またこのサイクルの表記を用いた〬 定常状態におけるエントロピー生成率の表現を見て

みよう〮 定常の時の力

F st
ρ 〽 ぬの

J+st
ρ

J−st
ρ

, 〨〳〮〱〰〹〩

のベクトル表記を〬 F st 〽 〨F st
1 , · · · , F st

|E|〩
Tとしよう〮 この時〬 定常状態におけるエントロ

ピー生成率は

σst 〽
∑
ρ∈E

J st
ρ F st

ρ 〽 J stTF st, 〨〳〮〱〱〰〩

で与えられる〮 ここで定常なサイクルの流れを用いて書き直すと〬

σst 〽 J stTSTF st, 〨〳〮〱〱〱〩

のように計算される〮

ここで〬 量STF stに着目し〬 これを定常なサイクルの力F stとして次のように定義してみ

よう〮

F st
µ 〽

∑
ρ∈E

Sρ〨Cµ〩F st
ρ ,

F st 〽 〨F st
1 , · · · ,F st

nC
〩T 〽 STF st. 〨〳〮〱〱〲〩
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すると〬 定常状態におけるエントロピー生成率は

σst 〽 J stTF st

〽

nC∑
µ=1

J st
µ F st

µ , 〨〳〮〱〱〳〩

のように定常なサイクルの流れと定常なサイクルの力の積の和で書き直すことができる〮

このように定義した定常状態におけるサイクルの力は〬 電気回路のアナロジーに立ち

戻って〬 力F st
ρ を定常状態での各エッジでの電圧だとみなすことで〬 定義F st 〽 STF stは

「閉回路での起電力は各負荷で消費される電圧の総和と等しい」というかひどっととは》の第二

法則〨電圧則〩に相当させることができる〮 このとき〬 サイクルの力F ss〨Cµ〩は閉回路Cµにお
ける起電力の電圧に相当する〮 またこのようなアナロジーに基づくと〬 定常なサイクルの

流れと力の積の形でかけるエントロピー生成率σst 〽 J stTF stは〬 閉回路の電流Ielecと電

圧V elecの積でかける電力P elec 〽 IelecV elecに対応することがわかる〮 電力は単位時間あた

りの電気回路でのエネルギー散逸を表す量であるので〬 これがエントロピー生成率と対応

するという事実は〬 このアナロジーが非常に尤もらしいことがみてとれるだろう〮

また定常状態が平衡になる条件を〬 定常なサイクルの流れに対しても見てみよう〮 平衡

状態の時は〬 任意のρに対してF st
ρ 〽 〰となる〮 よって〬 定義よりF st

µ 〽
∑

ρ∈E Sρ〨Cµ〩F st
ρ 〽

〰が任意のµに対して成り立つ〮 すなわち平衡状態であればF st 〽 〰となる〮 一方で〬

F st 〽 〰のときに任意のρに対してF st
ρ 〽 〰が示せることはそこまで自明ではないが〬

F stが一般に遷移レートのみでかけることを用い〬 任意のサイクルでの遷移レートの積の

比が順方向と逆方向で一致することに着目してしづでびっとづどつづひ条件やかはぬねはではひはぶの基準と

呼ばれるもので用いられている考え方を使うと示すことができる〮 よってF st 〽 〰も平衡

条件とみなすことができる〮 また平衡状態ならばJ st 〽 〰でもあり〬 定常状態におけるエ

ントロピー生成率はσst 〽 J stTF st 〽 〰となる〮 また、非平衡定常状態ではσst > 〰であ

る〮 これは非平衡定常状態においては常に内積J stTF stが正でなければならないことを意

味している〮 これは〬 定常状態に系が落ち着いている状況で〬 サイクルの力F stを与えた時

の定常なサイクルの流れJ stの応答の仕方が〬 熱力学第二法則より制限が加わっていると

考えることができる〮 この応答性の仕方については〬 平衡状態近傍の定常状態については

特によく調べられており〬 その詳細については次の線形不可逆熱力学の節で述べたい〮

3.5 線形不可逆熱力学とOnsager相反関係

系が平衡状態近傍の定常状態は〬 平衡状態F st 〽 J st 〽 〰からの〬 一次の力F stもしくは

流れJ stに関する摂動を用いて考察することが可能である〮 このような平衡状態周りの力

もしくは流れに関する一次の摂動による〬 定常状態での熱力学の理論は線形不可逆熱力学

と呼ばれている〮 特に線形不可逆熱力学で示せる重要な結果として〬 F stの一次の摂動に関

するJ stの応答と〬 J stの一次の摂動に関するF stの応答の間にある種の対称性を持つこと

が挙げられる〮 この結果はくのびちでづひ相反関係と呼ばれており〬 平衡状態周りの非平衡な応

答に関する様々な状況を説明することが知られている〮

では線形不可逆熱力学の状況設定を説明していこう〮 まず定常状態が平衡状態近傍であ

るような状況を考えてみる〮 すなわち〬 エッジρをρ 〽 〨x, x′, ν〩としたとき〬 次のような詳
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細つり合い条件

J+eq
ρ 〺〽 W eq(ν)〨x|x′〩peqX 〨x′〩

〽 W eq(ν)〨x′|x〩peqX 〨x〩 〺〽 J−eq
ρ 〨〳〮〱〱〴〩

を満たす平衡分布peqX 〨x〩とこの平衡分布を与える時間に依存しない遷移レー

トW eq(ν)〨x|x′〩を考える〮 そして時間に依存しない遷移レートW (ν)〨x′|x〩が〬 先ほど

の平衡分布を与える遷移レートW eq(ν)〨x|x′〩からの〱次の摂動で

W (ν)〨x|x′〩 〽 W eq(ν)〨x|x′〩 〫O〨ϵ〩 〨〳〮〱〱〵〩

のようにかける状況を考えよう〮 ただしϵ ∈ Rは摂動のオーダーを与える微小な量である〮

この遷移レートW (ν)〨x′|x〩が与える非平衡定常状態が〬 今回考える状況設定である〮

この状況において〬 非平衡定常状態における定常な流れJ st
ρ は〬 エッジρをρ 〽 〨x, x′, ν〩と

したとき〬

J st
ρ 〽 J+st

ρ − J−st
ρ , 〨〳〮〱〱〶〩

J+st
ρ 〽 W (ν)〨x|x′〩pstX〨x′〩, 〨〳〮〱〱〷〩

J−st
ρ 〽 W (ν)〨x′|x〩pstX〨x〩, 〨〳〮〱〱〸〩

で与えられる〮 このJ st
ρ 〬 J+st

ρ 〬 J−st
ρ は摂動に対して

J st
ρ 〽 O〨ϵ〩, 〨〳〮〱〱〹〩

J+st
ρ 〽 J+eq

ρ 〫O〨ϵ〩, 〨〳〮〱〲〰〩

J−st
ρ 〽 J−eq

ρ 〫O〨ϵ〩, 〨〳〮〱〲〱〩

〨〳〮〱〲〲〩

となるだろう〮 また〬 非平衡定常状態における定常な力は

F st
ρ 〽 ぬの

J+st
ρ

J−st
ρ

〽 ぬの

(
〱 〫

J st
ρ

J−st
ρ

)
, 〨〳〮〱〲〳〩

で与えられるが〬 このF st
ρ も摂動に対して

F st
ρ 〽 O〨ϵ〩, 〨〳〮〱〲〴〩

である〮

次に〬 同じO〨ϵ〩となるJ st
ρ とF st

ρ の関係について見てみよう〮 計算するとわかるように

F st
ρ 〽 ぬの

(
〱 〫

J st
ρ

J−st
ρ

)
〽

J st
ρ

J−st
ρ

〫O〨ϵ2〩

〽
J st
ρ

J−eq
ρ

〫O〨ϵ2〩, 〨〳〮〱〲〵〩

となる〮　よって〬

αρ 〽
〱

J−eq
ρ

〽
〱

J+eq
ρ

, 〨〳〮〱〲〶〩
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という非負の量を導入すれば〬

F st
ρ 〽 αρJ

st
ρ 〫O〨ϵ2〩 〨〳〮〱〲〷〩

という定常な流れと定常な力の間に〬 O〨ϵ2〩を無視して線形関係が成り立つことがわ

かる〮 ちなみにこの比例係数αρは〬 平衡状態を与える遷移レートW eq(ν)〨x|x′〩と平衡分

布peqX 〨x′〩で与えられる量になっている〮 ここでO〨ϵ2〩を無視して〬 ベクトル表記で記述し

てみよう〬

F st 〽 AJ st. 〨〳〮〱〲〸〩

ただし〬 AはAρρ′ 〽 αρδρρ′で表される対角行列である〮

さて定常な流れと定常な力の間の線形関係F st 〽 AJ stを〬 定常なサイクルの流れと定常

なサイクルの力の言葉で書き直してみよう〮 J st 〽 SJ stとF st 〽 STF stを用いると〬

F st 〽 STAJ st

〽 STASJ st, 〨〳〮〱〲〹〩

のように計算できる〮 ここで行列STASを新たに

L 〽 STAS, 〨〳〮〱〳〰〩

と置き直せば〬 平衡状態近傍では

F st 〽 LJ st, 〨〳〮〱〳〱〩

のように定常なサイクルの力F stは定常なサイクルの流れJ stの線形関係でかけることが

わかるだろう〮 またこの行列LはSとAによって与えられるため〬 各成分は平衡状態を与え

る遷移レートW eq(ν)〨x|x′〩と平衡分布peqX 〨x′〩の値で決まる行列になっている〮

この行列Lは正則であり〬 逆行列M 〽 L−1が存在する〮 正則性は以下のように示すことが

できる〮 まず以前に議論したように〬 F st 〽 〰のときに平衡状態であることを認めてしま

えば〬 F st 〽 〰ならば平衡状態であるためJ st 〽 〰である〮 もしもLが正則でないとすると〬

カーネルかづひせLその次元は〰でないため〬 カーネルに含まれる非ゼロな〰 ̸〽 J st ∈ かづひせLそに

対してF st 〽 〰を与えることができる〮 しかしこれは〬 先ほどのF st 〽 〰ならばJ st 〽 〰と

いう事実と矛盾するため〬 正則でないとする仮定は間違っていたことになる〮 よってLは正

則であることが確かめられた〮

以上より逆行列M 〽 L−1を用いて〬 同様に

J st 〽 MF st 〨〳〮〱〳〲〩

のように書くことができる〮 この逆行列Mは平衡近傍での定常なサイクルの力に対する〬

定常なサイクルの流れの応答性を表現する行列になっており〬 特にくのびちでづひ係数行列と呼

ばれている〮

また定義より〬 Lは対称行列であることが

LT 〽 〨STAS〩T 〽 STAS 〽 L, 〨〳〮〱〳〳〩

のように確かめられる〮 また対称行列の逆行列も対称であることがLM 〽 I 〽 IT 〽

〨ML〩T 〽 LTMT 〽 LMTの両辺に左からL−1をかけることで示せるため〬

MT 〽 M, 〨〳〮〱〳〴〩
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が成り立つ 〨ただしIは単位行列〩〮 このようなくのびちでづひ係数行列Mの対称性はくのびちでづひ相反

関係と呼ばれている〮

このくのびちでづひ相反関係の物理的な意味を考察してみよう〮 物理的には平衡近傍での定常

状態において〬 任意のサイクルのモードµ〬 νに対して〬

∂J st
µ

∂F st
ν

〽
∂J st

ν

∂F st
µ

, 〨〳〮〱〳〵〩

が成り立つことを主張している〮 この式は∂J st
µ /∂F st

ν を〬 モードνに関する定常なサイ

クルの力F st
ν を変化させた時の〬 モードµに関する定常なサイクルの流れJ st

µ に対する応

答と考えると〬 この応答は∂J st
ν /∂F st

µ がµとνの役割を入れ替えた本来異なるはずの応

答∂J st
ν /∂F st

µ と等しいことを主張している〮 すなわち本来異なるはずの応答性が〬 平衡近

傍であれば同じ値を示すことがくのびちでづひ相反関係の主張である〮 例えば〬 温度差によって

電流が流れる応答であるゼーベック効果と〬 電圧差の変化によって熱流が流れる応答であ

るペルティエ効果が同じ応答性を示す〬 という事実がこのくのびちでづひ相反関係の具体例であ

る〮 同様にLが対称行列であることは〬

∂F st
µ

∂J st
ν

〽
∂F st

ν

∂J st
µ

, 〨〳〮〱〳〶〩

を物理的に意味するので〬 流れに対する力の応答性についても同様の相反関係を持つこと

を主張している〮

さらに定常状態でのエントロピー生成率は

σst 〽 F stTJ st

〽 F stTMF st

〽 J stTLJ st, 〨〳〮〱〳〷〩

とかけることがわかる〮 熱力学第二法則はこの非負性より

F stTMF st ≥ 〰, 〨〳〮〱〳〸〩

J stTLJ st ≥ 〰, 〨〳〮〱〳〹〩

である〮 この熱力学第二法則の表現はO〨ϵ〩で与えられる任意の摂動F stやJ stに対して成

り立つため〬 任意のベクトルx ∈ RnCに対して

〨ϵx〩TM〨ϵx〩 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〰〩

〨ϵx〩TL〨ϵx〩 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〱〩

すなわち〬

xTMx ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〲〩

xTLx ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〳〩

が成り立つ〮 これは行列L〬 Mがそれぞれ半正定値行例であることを主張する〮 また特に〬

J st 〽 F st 〽 〰の平衡状態の時のみσst 〽 〰となることを要請すると〬 任意の非ゼロベクト

ルに対して正になることから〬 行列L〬 Mがそれぞれ正定値行例であるといえる〮

また半正定値性の数学的な別表現として「行列の主小行列式が全て非負」という表現が

知られている〮 この表現は〬 x ∈ RnCとして小行列の成分だけ非ゼロの固有ベクトルを考
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えると〬 小行列の全ての固有値が非負であることが半正定値性から示されるため〬 その固

有値の積の形で表される主小行列式も非負であること〬 からくる別表現である〮 よって〬 L〬

Mのそれぞれの主行列式が全て非負であるということも熱力学第二法則の別表現になって

いる〮 例えばnC 〽 〲ならば∣∣∣∣L11 L12

L21 L22

∣∣∣∣ 〽 L11L22 − L12L21 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〴〩

L11 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〵〩

L22 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〶〩

もしくは ∣∣∣∣M11 M12

M21 M22

∣∣∣∣ 〽 M11M22 −M12M21 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〷〩

M11 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〸〩

M22 ≥ 〰, 〨〳〮〱〴〹〩

が線形不可逆熱力学における熱力学第二法則の表現となる〮



〶〳

第4章

情報量とゆらぎの熱力学

ことちののはのエントロピーなどの情報量と呼ばれる量が〬 ゆらぎの熱力学に現れてくること

をこれまでみた〮 ここでは情報理論 せ〸そにおける様々な量について考え〬 それらの量がゆら

ぎの熱力学に出てくることを詳細にみていこう〮

4.1 Shannonエントロピーと微分エントロピー

すでに以前導入したことちののはのエントロピーと微分エントロピーを改めて導入しよう〮

4.1.1 Shannonエントロピー

確率変数の組X 〽 {X1, · · · , Xn}における離散状態x ∈ {〱, . . . , N}nに対する確率分
布をpX〨x〩とする 〨N ∈ N>0〬 n ∈ N>0〩〮 確率変数の組X 〽 {X1, · · · , Xn}について
のことちののはのエントロピーは

H〨X〩 〽 −
∑
x

pX〨x〩 ぬの pX〨x〩, 〨〴〮〱〩

で定義される〮 ただしpX〨x〩 〽 〰というものがあった場合、 和の中の寄与

はpX〨x〩 ぬの pX〨x〩 〽 〰とする〮 この量は〰 ≤ pX〨x〩 ≤ 〱より非負

H〨X〩 ≥ 〰, 〨〴〮〲〩

である〮 等号達成条件はあるxに対してpX〨x〩 〽 〱であればよい〮 すなわち〱 ぬの 〱 〽

〰と〰 ぬの 〰 〽 〰の寄与しか含まれない場合に〰を与える〮 またことちののはのエントロピーは期

待値の表記で書くことができる〮 すなわち

H〨X〩 〽 ⟨− ぬの pX⟩pX
, 〨〴〮〳〩

と書くことが可能である〮 ただし右下の添え字はその分布で期待値を取ることを意味する〮

例えば〬 関数f〨x〩に関するpX〨x〩による期待値は⟨f⟩pX
〽
∑

x f〨x〩pX〨x〩で与えられる〮

さらに確率変数の組X1 〽 {X1, · · · , Xm}における離散状態をx1 ∈ {〱, . . . , N}m〬

確率変数の組X2 〽 {Xm+1, · · · , Xn}における離散状態をx2 ∈ {〱, . . . , N}n−mとする

〨〰 < m < n〩〮 この時の条件付き確率pX2|X1
〨x2|x1〩に関する〬 確率変数の組X1を条件づ

けた確率変数の組X2についての条件付きことちののはのエントロピーを

H〨X2|X1〩 〽 −
∑
x1,x2

pX1,X2
〨x1,x2〩 ぬの pX2|X1

〨x2|x1〩, 〨〴〮〴〩
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のように定義する〮 ここで〬 ぬのの前は同時確率分布pX1,X2
〨x1,x2〩をかけている事に注意

する〮 この量も非負である〮 期待値を用いて記述すると

H〨X2|X1〩 〽 ⟨− ぬの pX2|X1
⟩pX1,X2

, 〨〴〮〵〩

と記述できる〮

確率分布のぃとちどの ひふぬづ pX1,X2
〨x1,x2〩 〽 pX2|X1

〨x2|x1〩pX1
〨x1〩から〬 条件付

きことちののはのエントロピーは

H〨X2|X1〩 〽 H〨X2,X1〩−H〨X1〩, 〨〴〮〶〩

のようにことちののはのエントロピーの差でかける〮 また同様に確率変数の組X 〽

{X1, · · · , Xn}に対して

H〨X〩 〽 H〨X1〩 〫

n−1∑
k=1

H〨Xk+1|Xk, . . . , X1〩, 〨〴〮〷〩

のように分解が可能である〮 このことちののはのエントロピーの分解の仕方も〬 条件付き確率の

時と同様にっとちどの ひふぬづという〮

4.1.2 微分エントロピー

連続的な状態x ∈ Rnに関する連続量PX〨x〩の分布についても〬 期待値を用いた表現

がことちののはのエントロピーと同じになるような量として微分エントロピーを導入できる〮 確

率変数の組Xに関する微分エントロピーは

H〨X〩 〽 −
∫

dxPX〨x〩 ぬのPX〨x〩 〽 ⟨− ぬのPX⟩PX
, 〨〴〮〸〩

と定義したものを微分エントロピーという〮 ただし〬 関数f〨x〩に関するPX〨x〩による期待

値は⟨f⟩PX
〽
∫
dxf〨x〩PX〨x〩で与えられる〮 また確率変数の組X1 〽 {X1, · · · , Xm}に

おける連続状態をx1 ∈ Rm〬 確率変数の組X2 〽 {Xm+1, · · · , Xn}における離散状態
をRn−mとする〮 すると同様に条件付き確率PX2|X1

〨x2|x1〩に対応した条件付き微分エン

トロピーは

H〨X2|X1〩 〽 −
∫

dxPX1,X2
〨x1,x2〩 ぬのPX2|X1

〨x2|x1〩

〽 ⟨− ぬのPX2|X1
⟩PX1,X2

, 〨〴〮〹〩

でかける

この量はことちののはのエントロピーが持っている幾つかの性質を失っている〮 例えば〬

ことちののはのエントロピー連続量の分布はPX〨x〩が〱を超えうるので〬 微分エントロピーは一

般には非負ではない〮 一方でぃとちどの ひふぬづについては同様に成り立ち〬

H〨X〩 〽 H〨X1〩 〫

n−1∑
k=1

H〨Xk+1|Xk, . . . , X1〩, 〨〴〮〱〰〩

が示せる〮
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4.1.3 Shannonエントロピーと微分エントロピーの具体例

具体例を見てみよう〮 まず〬 〲値〨x ∈ {〱, 〲}〩をとる分布pX〨x〩が今

pX〨〱〩 〽 q, 〨〴〮〱〱〩

pX〨〲〩 〽 〱− q, 〨〴〮〱〲〩

のように与えられるとする〨q > 〰〩〮 この時〬 ことちののはのエントロピーは

H〨X〩 〽 −q ぬの q − 〨〱− q〩 ぬの〨〱− q〩, 〨〴〮〱〳〩

となる〮 このことちののはのエントロピーはq 〽 〰, 〱で最小値〰を〬 q 〽 〱/〲の時に最大値ぬの 〲をと

ることがわかる〮

次に平均µ〬 分散σ2のガウス分布

PX〨x〩 〽
〱√
〲πσ2

づへば

[
− 〨x− µ〩2

〲σ2

]
, 〨〴〮〱〴〩

に関する微分エントロピーは

H〨X〩 〽
〱

〲
ぬのせ〲πσ2そ 〫

⟨〨x− µ〩2⟩PX

〲σ2

〽
〱

〲
ぬのせ〲πσ2そ 〫

〱

〲
, 〨〴〮〱〵〩

で与えられる〮 よってガウス分布の微分エントロピーは分散σ2のみの関数であり〬 平均µに

依存しない〮 分散σ2 → 〰の極限〨すなわちPX〨x〩がデルタ関数になる極限〩ではH〨X〩 →
−∞に〬 σ2 → ∞の極限〨すなわちPX〨x〩が一様分布になる極限〩ではH〨X〩 → ∞になるよ
うな量であり〬 微分エントロピーについては非負性は成り立たないことがわかる〮

4.2 Kullback-Leiblerダイバージェンス

ことちののはのエントロピーや微分エントロピーが分布pX〨x〩 〨PX〨x〩〩の性質だけを反映し

ていた〮 ここでは二つの分布の違いの尺度として〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスと

呼ばれる量を導入する〮

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの定義を述べよう〮 まず離散状態x ∈ {〱, . . . , N}nに
関する二つの分布pX〨x〩とqX〨x〩に対して〬

DKL〨pX ||qX〩 〽
∑
x

pX〨x〩 ぬの
pX〨x〩

qX〨x〩

〽 ⟨ぬの pX − ぬの qX⟩pX
, 〨〴〮〱〶〩

のように定義される〮 定義より

DKL〨pX ||qX〩 ̸〽 DKL〨qX ||pX〩, 〨〴〮〱〷〩

であるため〬 このかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスは数学的な意味での距離にはなって

いない〮 また連続量の分布の場合は二つの分布PX〨x〩とQX〨x〩に対して

DKL〨PX ||QX〩 〽

∫
dxPX〨x〩 ぬの

PX〨x〩

QX〨x〩

〽 ⟨ぬのPX − ぬのQX⟩PX
, 〨〴〮〱〸〩
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のように定義される〮

またさらに一般的な表現として〬 離散状態x ∈ {〱, . . . , N}nに対しては

DKL〨pX ||qX〩 〽
∑
x

pX〨x〩

[
− ぬの

qX〨x〩

pX〨x〩
〫

qX〨x〩

pX〨x〩
− 〱

]
〽

〈
f

(
qX
pX

)〉
pX

, 〨〴〮〱〹〩

f〨x〩 〽 − ぬのx〫 x− 〱, 〨〴〮〲〰〩

の表現が用いられることがある〮 ただし〬
∑

x qX〨x〩 〽
∑

x pX〨x〩 〽 〱であることに

注意すると〬 先ほどの定義に一致することが確かめられるだろう〮 この関数f〨x〩 〽

− ぬのx 〫 x − 〱を用いた定義は〬 確率の保存則
∑

x qX〨x〩 〽
∑

x pX〨x〩 〽 〱が存在しない

非負な量に対してかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスを一般化したものである〮 元々の定

義よりもこの形で書いた方が数学的な性質が良いことから〬 確率分布に対してもこの表現

が使われることがある〮 同様に連続状態に対してもDKL〨PX ||QX〩 〽 ⟨f〨QX/PX〩⟩PX
の

ようにf〨x〩 〽 − ぬのx〫 x− 〱を用いて書くことができる〮

またf〨x〩 〽 − ぬのx 〫 x − 〱は下に凸な関数であり〬 f〨〱〩 〽 〰を満たすような下に凸な

関数での形で⟨f〨qX/pX〩⟩pX
のように書けるものはf 〭ダイバージェンスと呼ばれており〬

特に今回のように∂xf〨x〩|x=1 〽 〰と 〨∂x〩
2f〨x〩

∣∣
x=1

〽 〱を満たすような下に凸関数な関

数f〨x〩を用いたものは標準f 〭ダイバージェンスと呼ばれている〮

f〨x〩はx > 〰において常に非負性f〨x〩 ≥ 〰を持っており 〬 等号達成f〨x〩 〽 〰はx 〽 〱の

みである〮 よってここから〬 その期待値⟨f〨qX/pX〩⟩pX
〬 ⟨f〨QX/PX〩⟩PX

も非負性がある〮

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスは〬 状態xが離散量であるか連続量であるかによらず〬

次のような非負性が示せる〮

DKL〨pX ||qX〩 ≥ 〰, 〨〴〮〲〱〩

DKL〨PX ||QX〩 ≥ 〰. 〨〴〮〲〲〩

また〬 これが等号成立するためには任意のxに対してqX/pX 〽 〱 〨QX/PX 〽 〱〩でなけれ

ばいけない〮 よって

DKL〨pX ||qX〩 〽 〰 ⇔ ∀x, pX〨x〩 〽 qX〨x〩 〨〴〮〲〳〩

DKL〨PX ||QX〩 〽 〰 ⇔ ∀x, PX〨x〩 〽 QX〨x〩 〨〴〮〲〴〩

である〮 このようにかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスは対称性を満たさない〬 すなわ

ちDKL〨pX ||qX〩 ̸〽 DKL〨qX ||pX〩であるため距離の公理を満たさないが〬 一方で非負性と

等号成立条件については距離の公理の一部に相当する量になっているため〬　二つの分布

の違いの指標を表現する距離のような擬距離だと思うことができる〮

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性を示すための別の方法として〬 おづのびづのの不

等式による方法がある〮 このおづのびづのの不等式についても述べておこう〮

状態x ∈ {〱, . . . , N}nの任意の関数g〨x〩 ∈ Rの関数f〨g〩 ∈ Rを考える〮 おづのびづのの不等式

とは関数fが上に凸な関数の時に成立する

⟨f〨g〩⟩pX
≤ f〨⟨g⟩pX

〩, 〨〴〮〲〵〩

という不等式である〮 状態x ∈ Rnが連続量の時にも同様のおづのびづのの不等式

⟨f〨g〩⟩PX
≤ f〨⟨g⟩PX

〩, 〨〴〮〲〶〩
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が成り立つ〮

おづのびづのの不等式の証明の概略を示す〮 まずfが上に凸な関数であるから〬 ⟨g⟩pX
の点を通

り〬 f〨g〩よりも常に大きい値を取る直線が存在する〮 すなわち

f〨g〨x〩〩 ≤ a〨g〨x〩− ⟨g⟩pX
〩 〫 f〨⟨g⟩PX

〩, 〨〴〮〲〷〩

を任意のg〨x〩で満たす傾きa ∈ Rが存在する〮 この不等式〨〴〮〲〷〩の両辺に対して期待

値⟨· · · ⟩pX
をとっても不等式が成り立つため〬 これより

⟨f〨g〩⟩pX
≤ ⟨a〨g − ⟨g⟩pX

〩 〫 f〨⟨g⟩pX
〩⟩pX

〽 f〨⟨g⟩pX
〩, 〨〴〮〲〸〩

とおづのびづのの不等式が成り立つことが示せる〮 自明な等号成立条件はf〨g〩 〽 agのときで

あるが〬 線形でない凸関数fに対する非自明な等号成立条件は任意のxに対してg〨x〩 〽

⟨g⟩pX
〽 っはのびぴ.である〮　

このおづのびづのの不等式を用いて〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性を示し直

すこともできる〮 上に凸な関数としてf〨g〩 〽 ぬの〨g〩を考える〮 これに対して〬 g〨x〩 〽

qX〨x〩/pX〨x〩とすることで以下のように非負性が示せる〮

−DKL〨pX ||qX〩 〽

〈
ぬの

(
qX
pX

)〉
pX

≤ ぬの

(〈
qX
pX

〉
pX

)
〽 ぬの〨〱〩

〽 〰. 〨〴〮〲〹〩

等号達成条件はqX〨x〩/pX〨x〩 〽 ⟨qX/pX⟩pX
〽 〱である〮 よってqX 〽 pXの時に限るこ

とがわかる〮 このかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性を示す際に〬 状態量が離散

状態か連続状態かは利用していないため〬 同様の証明でDKL〨PX ||QX〩の非負性と等号成

立条件も示せる〮

4.3 Fisher情報行列

〨この内容は講義では時間の都合上扱わない〮 よって〬 加筆修正を加えていないのでノー

テーションの統一などが不十分な可能性あり〮〩

4.3.1 情報幾何

分布pX 〨PX〩とqX 〨QX〩が十分近い場合 qX 〽 pX 〫 dpX 〨QX 〽 PX 〫 dPX〩 を考

えよう〮 ただしdpX 〨dPX〩は微小な分布の変化だとする〮 この時二つの離散状態の分布間
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のかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスについて次のようなテイラー展開が成り立つ〮

DKL〨pX ||pX 〫 dpX〩

〽 DKL〨qX − dpX ||qX〩

〽 −
∑
x

pX〨x〩 ぬの
pX〨x〩 〫 dpX〨x〩

pX〨x〩

〽 −
∑
x

pX〨x〩

(
ぬの 〱 〫

dpX〨x〩

pX〨x〩
− 〱

〲

〨dpX〨x〩〩2

〨pX〨x〩〩2

)
〫O〨dp3X〩

〽
〱

〲

∑
x

〨dpX〨x〩〩2

pX〨x〩
〫O〨dp3X〩

〽
〱

〲

∑
x

〨dpX〨x〩〩2

qX〨x〩
〫O〨dp3X〩. 〨〴〮〳〰〩

このテイラー展開において〬 確率分布の規格化条件

〱 〽
∑
x

pX〨x〩 〽
∑
x

〨pX〨x〩 〫 dpX〨x〩〩, 〨〴〮〳〱〩

より ∑
x

dpX〨x〩 〽 〰, 〨〴〮〳〲〩

であることを用いた〮 これより〬 次のようなかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの対称性

が微小な分布の変化に対しては成り立つ〬

DKL〨pX ||pX 〫 dpX〩 〽 DKL〨pX 〫 dpX ||pX〩 〫O〨dp3X〩, 〨〴〮〳〳〩

DKL〨PX ||PX 〫 dPX〩 〽 DKL〨PX 〫 dPX ||PX〩 〫O〨dP 3
X〩. 〨〴〮〳〴〩

このような微小な分布の変化に対する対称性と〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非

負性があるため〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスから微分幾何を考えることができる〮

このような微分幾何は情報幾何 せ〹そと呼ばれている〮

微小な分布の変化における線素の二乗ds2はかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの二次

の展開の量を用いて〬 離散状態の分布については

ds2 〽
∑
x

〨dpX〨x〩〩2

pX〨x〩

〽 ⟨〨d ぬの pX〩2⟩pX

〽 〲DKL〨pX ||pX 〫 dpX〩 〫O〨dP 3
X〩

〽 〲DKL〨pX 〫 dpX ||pX〩 〫O〨dP 3
X〩, 〨〴〮〳〵〩

連続状態の分布については

ds2 〽

∫
dx

〨dPX〨x〩〩2

PX〨x〩

〽 ⟨〨d ぬのPX〩2⟩PX

〽 〲DKL〨PX ||PX 〫 dPX〩 〫O〨dP 3
X〩

〽 〲DKL〨PX 〫 dPX ||PX〩 〫O〨dP 3
X〩, 〨〴〮〳〶〩

で定義される〮
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4.3.2 Fisher情報行列

もしもパラメータの集合θ 〽 {θ1, . . . , θnΘ
}によって分布が指定される場合〬 分布の微小

な変化は

d ぬの pX〨x〩 〽
∑
i

せ∂θi ぬの pX〨x〩そdθi 〫O〨dθ2〩, 〨〴〮〳〷〩

d ぬのPX〨x〩 〽
∑
i

せ∂θi ぬのPX〨x〩そdθi 〫O〨dθ2〩, 〨〴〮〳〸〩

のように書けるため〬 O〨dθ3〩を無視すると〬 線素の二乗については次のような表現ができ

る〮

ds2 〽
∑
i,j

gijdθidθj . 〨〴〮〳〹〩

ただしgijは離散状態に関しては

gij 〽 ⟨せ∂θi ぬの pX そせ∂θj ぬの pX そ⟩pX
, 〨〴〮〴〰〩

連続状態に関しては

gij 〽 ⟨せ∂θi ぬのPX そせ∂θj ぬのPX そ⟩PX
, 〨〴〮〴〱〩

で与えられる〮 このgijをうどびとづひ情報行列とよぶ〮 ds2の非負性から〬 うどびとづひ情報行列は半正

定値行列であり〬 情報幾何学においては計量の役割を果たしている〮

4.3.3 Cramér-Raoの不等式

今〬 パラメータがθ 〽 {θ1}のように一自由度θ1 〽 θしかない場合を考えよう〮 このとき〬

ds2 〽 g11dθ
2, 〨〴〮〴〲〩

を与えるうどびとづひ情報行列g11を〬 とくにθに関するうどびとづひ情報量といい〬

g11 〽

(
ds

dθ

)2

, 〨〴〮〴〳〩

と書くことがある〮 θに関するうどびとづひ情報量はxが離散状態ならば(
ds

dθ

)2

〽 ⟨せ∂θ ぬの pX そ2⟩pX
, 〨〴〮〴〴〩

xが連続状態ならば (
ds

dθ

)2

〽 ⟨せ∂θ ぬのPX そ2⟩PX
, 〨〴〮〴〵〩

で与えられる〮

このうどびとづひ情報量の具体的な意味を考える際にぃひちね〓づひ〭げちはの不等式と呼ばれる不等式

は有用である〮 これはあるxの関数R〨x〩の分散

ざちひpX
せRそ 〽 ⟨せR− ⟨R⟩pX

そ2⟩pX
, 〨〴〮〴〶〩
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の下限を与える不等式である〮 xが離散状態ならば〬 任意の関数f〨x〩〬 g〨x〩に対す

るぃちふっとべ〭こっとぷちひぴぺの不等式

⟨f2⟩pX
⟨g2⟩pX

≥ 〨⟨fg⟩pX
〩2, 〨〴〮〴〷〩

にf〨x〩 〽 ∂θ ぬの pX〨x〩〬 g〨x〩 〽 R〨x〩− ⟨R⟩pX
を代入することで〬(

ds

dθ

)2

ざちひpX
せRそ ≥ 〨⟨せ∂θ ぬの pX〨x〩そせR− ⟨R⟩pX

そ⟩pX
〩2

〽

(∑
x

∂pX〨x〩

∂θ
せR〨x〩− ⟨R⟩pX

そ

)2

〽

(
d

dθ
⟨R⟩pX

)2

, 〨〴〮〴〸〩

が得られる〮 ただしd/dθせ
∑

x pX〨x〩そ 〽 d/dθせ〱そ 〽 〰を用いた〮 等号成立条件はぃちふっとべ〭

こっとぷちひぴぺの不等式の等号成立条件より〬 何らかの比例係数α〨θ〩を用いて

∂θ ぬの pX〨x〩 〽 α〨θ〩せR〨x〩− ⟨R⟩pX
そ 〨〴〮〴〹〩

のようにかけるときである〮 同様に xが連続状態ならば(
ds

dθ

)2

ざちひPX
せRそ ≥

(
d

dθ
⟨R⟩PX

)2

, 〨〴〮〵〰〩

が得られる〮 この不等式はぃひちね〓づひ〭げちはの不等式と呼ばれている〮

とくにぃひちね〓づひ〭げちはの不等式は期待値⟨。⟩PX
〽 θとなるようなR〨x〩 〽 。〨x〩に対して

よく考察される〮 このような。〨x〩はθの不偏推定量と呼ばれている〮 このとき〬 ぃひちね〓づひ〭

げちはの不等式〨〴〮〵〱〩は

ざちひPX
せ。そ ≥ 〱(

ds
dθ

)2 , 〨〴〮〵〱〩

で与えられる〮 よってθに関するうどびとづひ情報量の逆数は〬 θの不偏推定量。〨x〩の分散の下限

を与えることがわかる〮 よって〬 パラメータθを不偏推定量の期待値から推定するときの推

定の精度をうどびとづひ情報量の逆数が決定する〬　といううどびとづひ情報量の推定理論での意味づ

けをぃひちね〓づひ〭げちはの不等式が与えてくれていることがわかる〮

また〬 ぃひちね〓づひ〭げちはの不等式〨〴〮〵〱〩の両辺をざちひPX
せRそで割って〬 両辺に対して正の平方

根を取ることで

ds

dθ
≥

| d
dθ ⟨R⟩PX

|√
ざちひPX

せRそ
〺〽 vR, 〨〴〮〵〲〩

のように書き直すことができる〮 右辺はパラメータθの変化に応じた期待値の変化の速

さ|d⟨R⟩PX
/dθ|を標準偏差

√
ざちひPX

せRそで規格化したものになっている〮 物理的な状況では

期待値⟨R⟩PX
が標準偏差だけ変化をしたときに初めて〬 測定結果から有意に期待値の変

化を捉えられるため〬　この規格化は期待値⟨R⟩PX
の変化の速さの規格化としては自然で

ある〮 この規格化した期待値⟨R⟩PX
の変化の速さをvRとおこう〮 式〨〴〮〵〲〩は速さvRのRに

よらない普遍的な上限が左辺のうどびとづひ情報量の正の平方根ds/dθという量で与えられるこ

とを意味しており〬 ds/dθはRによらない固有の速さと考えることもできる〮 このことは

情報幾何学においてds2を線素の二乗とみなしたことの直観的な意味を与えている〮 よっ

てぃひちね〓づひ〭げちはの不等式は〬 情報幾何学の基礎付けとしても重要である〮
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4.4 情報理論における不等式

〨この内容は講義では時間の都合上扱わない〮 よって〬 加筆修正を加えていないのでノー

テーションの統一などが不十分な可能性あり〮〩

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの有用性の一例として〬 情報理論におけるさまざま

な不等式の証明に用いることができることが挙げられる〮

4.4.1 Shannonエントロピーの上限

離散状態x ∈ {〱, . . . , N}に関する確率変数Xの分布pX〨x〩が与えることちののはのエントロピ

ーH〨X〩 〽 ⟨− ぬの pX⟩pX
における上限について〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非

負性を用いて考えてみよう〮 一様分布puniX 〨x〩 〽 〱/Nと分布pX〨x〩とのかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダ

イバージェンスを考えると〬

DKL〨pX ||puniX 〩 〽 ⟨ぬの pX − ぬの puniX ⟩pX

〽 −H〨X〩 〫 ぬのN, 〨〴〮〵〳〩

より〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性DKL〨pX ||puniX 〩 ≥ 〰から

ぬのN ≥ H〨X〩, 〨〴〮〵〴〩

とことちののはのエントロピーの上限が求められる〮 等号達成するのは分布pX〨x〩が一様分布の

時である〮

4.4.2 条件付きShannonエントロピーに関する上限

まずは離散状態x ∈ {〱, . . . , N}nについて考える〮 確率変数の組X1 〽 {X1, · · · , Xm}に
おける離散状態をx1 ∈ {〱, . . . , N}m〬 確率変数の組X2 〽 {Xm+1, · · · , Xn}におけ
る離散状態をx2 ∈ {〱, . . . , N}n−mとする〮 同時確率分布pX1,X2

〨x1,x2〩と〬 周辺化し

た分布pX1〨x1〩 〽
∑

x2
pX1,X2〨x1,x2〩〬 pX2〨x2〩 〽

∑
x1

pX1,X2〨x1,x2〩の積に関す

るかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスを考えてみよう〮

DKL〨pX1,X2
||pX1

pX2
〩 〽 ⟨ぬの pX1,X2

− ぬの pX1
− ぬの pX2

⟩pX1,X2

〽 H〨X1〩 〫H〨X2〩−H〨X1,X2〩

〽 H〨X1〩−H〨X1|X2〩

〽 H〨X2〩−H〨X2|X1〩. 〨〴〮〵〵〩

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性DKL〨pX1,X2
||pX1

pX2
〩 ≥ 〰より〬

H〨X1〩 ≥ H〨X1|X2〩, 〨〴〮〵〶〩

もしくは

H〨X2〩 ≥ H〨X2|X1〩, 〨〴〮〵〷〩

が得られる〮 これは条件づけることでことちののはのエントロピーが減ることを意味している〮

等号成立は〬 pX1,X2
〽 pX1

pX2
より〬 二つの確率変数の組X1〬 X2が独立な場合である〮
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同様に確率変数の組X ′
1 〽 {X1, · · · , Xm}における離散状態をx′

1 ∈ {〱, . . . , N}m〬

確率変数の組X ′
2 〽 {Xm+1, · · · , Xl}における離散状態をx′

2 ∈ {〱, . . . , N}l−m〬 確率

変数の組X ′
3 〽 {Xl+1, · · · , Xn}における離散状態をx′

3 ∈ {〱, . . . , N}n−lとして〬 同

時確率分布pX′
1,X

′
2,X

′
3
〨x′

1,x
′
2,x

′
3〩と〬 分布pX′

1|X′
3
〨x′

1|x′
3〩pX′

2|X′
3
〨x′

2|x′
3〩pX′

3
〨x′

3〩に関す

るかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスを考えてみよう〮

DKL〨pX′
1,X

′
2,X

′
3
||pX′

1|X′
3
pX′

2|X′
3
pX′

3
〩

〽 ⟨ぬの pX′
1,X

′
2,X

′
3
− ぬの pX′

1|X′
3
− ぬの pX′

2|X′
3
− ぬの pX′

3
⟩pX′

1,X′
2,X′

3

〽 H〨X ′
3〩 〫H〨X ′

1|X
′
3〩 〫H〨X ′

2|X
′
3〩−H〨X ′

1,X
′
2,X

′
3〩

〽 H〨X ′
1,X

′
3〩 〫H〨X ′

2,X
′
3〩−H〨X ′

3〩−H〨X ′
1,X

′
2,X

′
3〩

〽 H〨X ′
1|X

′
3〩−H〨X ′

1|X
′
2,X

′
3〩

〽 H〨X ′
2|X

′
3〩−H〨X ′

2|X
′
1,X

′
3〩. 〨〴〮〵〸〩

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性DKL〨pX′
1,X

′
2,X

′
3
||pX′

1|X′
3
pX′

2|X′
3
pX′

3
〩 ≥ 〰よ

り〬

H〨X ′
1|X

′
3〩 ≥ H〨X ′

1|X
′
2,X

′
3〩, 〨〴〮〵〹〩

もしくは

H〨X ′
2|X

′
3〩 ≥ H〨X ′

2|X
′
1,X

′
3〩, 〨〴〮〶〰〩

が得られる〮 よって条件づけることで条件付きのことちののはのエントロピーも減る〮 等号成立

は〬 pX′
1,X

′
2|X′

3
〽 pX′

1|X′
3
pX′

2|X′
3
より〬 二つの確率変数の組X ′

1〬 X
′
2が確率変数の組X ′

3の

もとで独立付き独立な場合である〮

連続状態x ∈ Rnに対する分布PX〨x〩を用いて〬 連続状態においても同様の議論が可能

である〮 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスDKL〨PX1,X2
||PX1

PX2
〩の非負性から〬 微分

エントロピーに対して

H〨X1〩 ≥ H〨X1|X2〩, 〨〴〮〶〱〩

が〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスDKL〨PX′
1,X

′
2,X

′
3
||PX′

1|X′
3
PX′

2|X′
3
PX′

3
〩の非負性

から〬 条件付き微分エントロピーに対して

H〨X ′
1|X

′
3〩 ≥ H〨X ′

1|X
′
2,X

′
3〩, 〨〴〮〶〲〩

が成立する〮 等号成立条件はそれぞれX1〬 X2の独立性と〬 X ′
3のもとでのX ′

1〬 X
′
2の条件

付き独立性である〮

4.4.3 相互情報量

条件付きによることちののはのエントロピーもしくは微分エントロピーの減少分は〬 二つの確

率変数が共有している情報量とみなし〬 相互情報量という名前がついている〮 確率変数の

組X1とX2の間の相互情報量I〨X1〻X2〩は離散状態については

I〨X1〻X2〩 〽 DKL〨pX1,X2
||pX1

pX2
〩, 〨〴〮〶〳〩

で〬 連続状態については

I〨X1〻X2〩 〽 DKL〨PX1,X2
||PX1

PX2
〩, 〨〴〮〶〴〩



〴〮〴 情報理論における不等式 〷〳

で定義される〮 同様に条件付きによる条件付きことちののはのエントロピーもしくは微分エント

ロピーの減少分は条件付き相互情報量という名前がついている〮 確率変数の組X ′
3のもと

での確率変数の組X ′
1〬 X

′
2に関する条件付き相互情報量I〨X ′

1〻X
′
2|X

′
3〩は離散状態につい

ては

I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩 〽 DKL〨pX′

1,X
′
2,X

′
3
||pX′

1|X′
3
pX′

2|X′
3
pX′

3
〩, 〨〴〮〶〵〩

で〬 連続状態については

I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩 〽 DKL〨PX′

1,X
′
2,X

′
3
||PX′

1|X′
3
PX′

2|X′
3
PX′

3
〩, 〨〴〮〶〶〩

で定義される〮 それぞれX1〬 X2の独立性と〬 X ′
3のもとでのX ′

1〬 X
′
2の条件付き独立性

で〰になる非負の量

I〨X1〻X2〩 ≥ 〰, 〨〴〮〶〷〩

I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩 ≥ 〰, 〨〴〮〶〸〩

であるため〬 確率変数間の独立性の指標としても用いられている〮

また〬 離散状態については

I〨X1〻X2〩 〽 H〨X1〩 〫H〨X2〩−H〨X1,X2〩, 〨〴〮〶〹〩

が〬 連続状態については

I〨X1〻X2〩 〽 H〨X1〩 〫H〨X2〩−H〨X1,X2〩, 〨〴〮〷〰〩

が成り立つため〬 相互情報量I〨X1〻X2〩はことちののはのエントロピーもしくは微分エントロピ

ーに関する確率変数X1〬 X2間の共通部分と考えることができる〮 また明らかに対称性

I〨X1〻X2〩 〽 I〨X2〻X1〩,

I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩 〽 I〨X ′

2〻X
′
1|X

′
3〩, 〨〴〮〷〱〩

が成り立っている〮

また条件付き相互情報量と相互情報量の間には次のようなぃとちどの ひふぬづが成り立つ〮

I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩 〽 I〨X ′

1〻 {X
′
2,X

′
3}〩− I〨X ′

1〻X
′
3〩 〨〴〮〷〲〩

〽 I〨{X ′
1,X

′
3}〻X

′
2〩− I〨X ′

3〻X
′
2〩. 〨〴〮〷〳〩

この一つ目の式〨〴〮〷〲〩は〬 例えば離散状態の場合は〬 ことちののはのエントロピーのぃとちどの ひふぬづを

用いて

I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩

〽 H〨X ′
1,X

′
3〩 〫H〨X ′

2,X
′
3〩−H〨X ′

3〩−H〨X ′
1,X

′
2,X

′
3〩 〫H〨X ′

1〩−H〨X ′
1〩

〽 せH〨X ′
2,X

′
3〩−H〨X ′

2,X
′
3|X

′
1〩そ− せH〨X ′

1〩−H〨X ′
1|X

′
3〩そ

〽 I〨X ′
1〻 {X

′
2,X

′
3}〩− I〨X ′

1〻X
′
3〩, 〨〴〮〷〴〩

と確かめられる〮 また対称性の式〨〴〮〷〱〩より〬 二つ目の式〨〴〮〷〳〩が成り立つのもここからわ

かる〮 また連続状態の場合も〬 ことちののはのエントロピーを微分エントロピーだと思って同様

の計算をすればよい〮
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4.4.4 データ処理不等式

確率変数の組X ′
1〬X

′
2〬X

′
3がX ′

1 → X ′
2 → X ′

3というきちひにはぶ連鎖を成す場合を考えよ

う〮 すなわちX ′
1とX ′

3がX ′
2の下で条件付き独立である場合に相当する〮 このとき次のデー

タ処理不等式

I〨X ′
1〻X

′
2〩 ≥ I〨X ′

1〻X
′
3〩, 〨〴〮〷〵〩

が成り立つ〮

このデータ処理不等式は〬 きちひにはぶ連鎖による条件付き独立性

I〨X ′
1〻X

′
3|X

′
2〩 〽 〰, 〨〴〮〷〶〩

から〬 次のように条件付き相互情報量の非負性とぃとちどの ひふぬづを用いて次のように示される〮

〰 ≤ I〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩

〽 I〨X ′
1〻 {X

′
2,X

′
3}〩− I〨X ′

1〻X
′
3〩

〽 I〨X ′
1〻X

′
2〩 〫 I〨X ′

1〻X
′
3|X

′
2〩− I〨X ′

1〻X
′
3〩

〽 I〨X ′
1〻X

′
2〩− I〨X ′

1〻X
′
3〩. 〨〴〮〷〷〩

このデータ処理不等式は例えば次のような状況設定でよく考察される〮 X ′
1を注目す

る対象〬 X ′
2を対象に対する何らかの測定データ〬 X ′

3を測定データに何らかの情報処理

を行なったデータ処理結果とする〮 ただし〬 情報処理において状態x′
3が状態x′

2のみの関

数x′
3 〽 f〨x′

2〩で与えられるという状況を考えている〮 このときX ′
1 → X ′

2 → X ′
3とい

うきちひにはぶ連鎖をなすため〬 データ処理不等式が成り立つ〮 この状況におけるデータ処

理不等式の意味は〬 注目する対象と測定データ間の相互情報量I〨X ′
1〻X

′
3〩はデータ処理

結果と注目する対象の相互情報量I〨X ′
1〻X

′
2〩よりも常に小さくなるということを意味し

ている〮 言い換えると〬 相互情報量I〨X ′
1〻X

′
2〩の大きい〢良い〢測定データX ′

2を取らない

限り〬 どんなにデータ処理を工夫しても〬 データ処理結果X ′
3から注目する対象X ′

1の情

報I〨X ′
1〻X

′
3〩を大きく引き出せない〮　よって〬 データ処理不等式はデータ処理に関する限

界を表していると考えることができる〮

また〬 データ処理fを工夫したことで〬 上限

I〨X ′
1〻X

′
2〩 〽 I〨X ′

1〻X
′
3〩, 〨〴〮〷〸〩

を達成できるとしよう〮 この等号達成条件はI〨X ′
1〻X

′
2|X

′
3〩 〽 〰〬 すなわちX ′

3の条件の下

でのX ′
1〬 X

′
2間の条件付き独立性になっている〮 この状況は

pX′
2|X′

1,X
′
3
〽 pX′

2|X′
3
, 〨〴〮〷〹〩

を満たすため〬 注目する対象X ′
1とデータ処理結果X ′

3から測定データX ′
2を再現する場

合と〬 データ処理結果X ′
3そのものだけから測定データX ′

2を再現できる場合の条件付き

確率が変わらないことを意味している〮 またこのような状況を再現するf〨x′
2〩の確率変

数X ′
3は〬　注目する対象X ′

1について十分な統計量であるということがある〮
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4.5 エントロピー生成とKullback-Leiblerダイバージェンス

4.5.1 離散状態でのエントロピー生成とKullabck-Leiblerダイバージェンス

かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性は〬 ゆらぎの熱力学で議論したエントロピ

ー生成の非負性〬 すなわち熱力学第二法則をも与えることをここで議論しよう〮

まず離散状態のマスター方程式について考えていこう〮 ただし〬 今状態x ∈
{〱, . . . , N}は〬 速度のように時間反転に対してパリティが奇な量は含んでいないものと

する〮 時刻tに状態x′ ∈ {〱, . . . , N}にいて〬 浴ν ∈ {〱, . . . ,M}によって時刻t 〫 dtに状

態x ∈ {〱, . . . , N}にいる確率である同時確率分布p〨x〻 t 〫 dt, x′〻 t, ν〩は式〨〳〮〳〴〩〬 〨〳〮〳〵〩に

おいて

p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩 〽
(
δν1δxx′ 〫W (ν)〨x|x′〻 t〩dt

)
pX〨x′〻 t〩 〨〴〮〸〰〩

のように与えられることを確かめていた〮 今、この分布を

pX,X′,N 〨x, x′, ν〩 〽 p〨x〻 t〫 dt, x′〻 t, ν〩 〨〴〮〸〱〩

とおくことにしよう〮 またさらに〬 新たな分布として

p†X,X′,N 〨x, x′, ν〩 〽 p〨x′〻 t〫 dt, x〻 t, ν〩 〨〴〮〸〲〩

という分布を導入する〮 この分布p†X,X′,N 〨x, x′, ν〩はダイナミクスを時間逆方向に動かし

たとみなした時の分布と考えることができ〬 pX,X′,N 〨x, x′, ν〩をてはひぷちひつの確率と呼ぶ場

合〬 この分布p†X,X′,N 〨x, x′, ν〩はぢちっにぷちひつの確率と呼ばれることがある〮 このとき〬 二つ

の分布pX,X′,Nとp†X,X′,Nの間のかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスを計算すると〬

DKL〨pX,X′,N ||p†X,X′,N 〩

〽
∑
x,x′,ν

pX,X′,N 〨x, x′, ν〩 ぬの
pX,X′,N 〨x, x′, ν〩

p†X,X′,N 〨x, x′, ν〩

〽
∑

x,x′,ν|x ̸=x′

W (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩dt ぬの
W (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩

W (ν)〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩

〽
∑

x,x′,ν|x>x′

dtせW (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩−W (ν)〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩そ ぬの
W (ν)〨x|x′〻 t〩pX〨x′〻 t〩

W (ν)〨x′|x〻 t〩pX〨x〻 t〩

〽 dt
∑
ρ∈E

〨J+
ρ − J−

ρ 〩 ぬの
J+
ρ

J−
ρ

〽 σ〨t〩dt 〨〴〮〸〳〩

となる〮 ただし〬 ここでx 〽 x′でぬの〨pX,X′,N 〨x, x′, ν〩/p†X,X′,N 〨x, x′, ν〩〩 〽 ぬの 〱 〽 〰とな

ることを用いている〮 また時刻tからt′までのエントロピー生成率を時間積分したものをエ

ントロピー生成

〆〨t′〻 t〩 〽

∫ t′

t

dsσ〨s〩 〨〴〮〸〴〩

と呼ぶとすると〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスDKL〨pX,X′,N ||p†X,X′,N 〩はエントロ

ピー生成を用いて

DKL〨pX,X′,N ||p†X,X′,N 〩 〽 〆〨t〫 dt〻 t〩 〫O〨dt2〩, 〨〴〮〸〵〩
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とかけるため〬 O〨dt2〩の寄与を無視してエントロピー生成はかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージ

ェンスで与えられるということができる〮

またかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性DKL〨pX,X′,N ||p†X,X′,N 〩 ≥ 〰から

DKL〨pX,X′,N ||p†X,X′,N 〩 〽 σ〨t〩dt ≥ 〰, 〨〴〮〸〶〩

と熱力学第二法則σ〨t〩 ≥ 〰が示せ〬 等号達成条件はpX,X′,N 〽 p†X,X′,Nであることがわか

る〮等号達成条はpX,X′,N 〽 p†X,X′,Nは〬「時刻tに状態x′にいて〬浴νによって時刻t〫dtに

状態xにいる確率」と〬 「時刻tに状態xにいて〬 浴νによって時刻t 〫 dtに状態x′にいる確

率」が等しいことを意図している〮 よって〬 これは可逆性に相当する表現になっている〮 ま

た〬 この可逆性に相当する等号達成条件は詳細釣り合い条件でもあるため〬 詳細釣り合い

条件で与えられる平衡状態は可逆性を意味していたということもできる〮

また〬 エントロピー生成率σ〨t〩の表現

σ〨t〩 〽
∑
ρ∈E

〨J+
ρ − J−

ρ 〩 ぬの
J+
ρ

J−
ρ
, 〨〴〮〸〷〩

を一般化したかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスで捉えるのも興味深い〮 今〬 J+
ρ とJ−

ρ は

それぞれ非負の量であるため〬

σ〨t〩 〽
∑
ρ∈E

J+
ρ

[
ぬの

J+
ρ

J−
ρ

〫
J−
ρ

J+
ρ

− 〱

]
〫
∑
ρ∈E

J−
ρ

[
ぬの

J+
ρ

J−
ρ

〫
J+
ρ

J−
ρ

− 〱

]
,

〽 DKL〨J
+||J−〩 〫DKL〨J

−||J+〩 〨〴〮〸〸〩

DKL〨J
+||J−〩 〽

∑
ρ∈E

J+
ρ

[
ぬの

J+
ρ

J−
ρ

〫
J−
ρ

J+
ρ

− 〱

]
, 〨〴〮〸〹〩

DKL〨J
−||J+〩 〽

∑
ρ∈E

J−
ρ

[
ぬの

J−
ρ

J+
ρ

〫
J+
ρ

J−
ρ

− 〱

]
, 〨〴〮〹〰〩

と一般化かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスDKL〨J
+||J−〩とDKL〨J

−||J+〩を用いて書き

直すことができる〮 この表現に従うとσ〨t〩は非負かつ〬 任意のρ ∈ EでJ+
ρ 〽 J−

ρ 〬 すなわち

詳細釣り合い条件を満たしている時のみσ〨t〩 〽 〰となることがわかる〮 また〬 これらの二

つの一般化かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスを和を一つの一般化かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイ

バージェンスにまとめ直すこともできる〮 すなわち〬 J+
ρ 〽 J−

ρ† 〬 J
−
ρ 〽 J+

ρ†とすることで〬

σ〨t〩 〽
∑

ρ|ρ∈E,ρ†∈E

J+
ρ

[
ぬの

J+
ρ

J−
ρ

〫
J−
ρ

J+
ρ

− 〱

]
, 〨〴〮〹〱〩

のように書くこともでき〬 一つの一般化かふぬぬぢふっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスと考えること

ができる〮 このような J+
ρ とJ−

ρ の量を用いた一般化かふぬぬぢふっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスに

よるエントロピー生成率の表記は論文 せ〱〰〬 〱〱そで導入したものである〮

4.5.2 連続状態でのエントロピー生成率

次にはぶづひつちねばづつ がちのでづぶどの方程式

たx〨t〩 〽 −µ∂xUX〨x〻 t〩 〫
√
〲µβ−1 · ξ〨t〩 〨〴〮〹〲〩

⟨ξ〨t〩⟩ 〽 〰 〨〴〮〹〳〩

⟨ξ〨t〩ξ〨t′〩⟩ 〽 δ〨t− t′〩 〨〴〮〹〴〩



〴〮〵 エントロピー生成とかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンス 〷〷

に相当する〬 連続状態x ∈ Rの分布PX〨x〻 t〩の時間発展が次のうはににづひほぐぬちのっに方程式で与

えられるケースを考えよう〮

∂tPX〨x〻 t〩 〽 −∂x〨νX〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩〩 〨〴〮〹〵〩

νX〨x〻 t〩 〽 −µ∂xせUX〨x〻 t〩 〫 β−1 ぬのPX〨x〻 t〩そ. 〨〴〮〹〶〩

くのびちでづひ〭きちっとぬふば関数による遷移確率の表現

P 〨x〻 t〫 dt|x′〻 t〩 〽

づへば

[
−

[
x−x′
dt +µ∂x′UX(x′;t)

]2
dt

4µβ−1

]
√
〴πµβ−1dt

, 〨〴〮〹〷〩

から〬 時刻tに状態x′にいて時刻t 〫 dtに状態xにいる同時確率分布P 〨x〻 t 〫 dt, x′〻 t〩 〽

P 〨x〻 t〫 dt|x′〻 t〩PX〨x′〻 t〩は

P 〨x〻 t〫 dt, x′〻 t〩 〽

づへば

[
−

[
x−x′
dt +µ∂x′UX(x′;t)

]2
dt

4µβ−1

]
PX〨x′〻 t〩√

〴πµβ−1dt
, 〨〴〮〹〸〩

で与えられる〮 ここで離散状態のマスター方程式の時と同様にこの確率分布を

PX,X′〨x, x′〩 〽 P 〨x〻 t〫 dt, x′〻 t〩, 〨〴〮〹〹〩

とてはひぷちひつの確率とみなし〬 時刻tに状態xに時刻t〫 dtに状態x′にいる同時確率分布を

P †
X,X′〨x, x′〩 〽 P 〨x′〻 t〫 dt, x〻 t〩 〨〴〮〱〰〰〩

とぢちっにぷちひつの確率として定義すると〬 離散状態の状況と同じように

DKL〨PX,X′ ||P †
X,X′〩 〽 σ〨t〩dt 〽 〆〨t〫 dt〻 t〩 〫O〨dt2〩, 〨〴〮〱〰〱〩

とエントロピー生成〆〨t〫 dt〻 t〩がかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスで与えられる〮 この

事実を以下確かめてみよう〮

この計算をするために〬

DKL〨PX,X′ ||P †
X,X′〩 〽 ⟨ぬのPX,X′ − ぬのP †

X,X′⟩PX,X′ , 〨〴〮〱〰〲〩

を計算することを考えていこう〮 まず対数の差ぬのPX,X′〨x, x′〩− ぬのP †
X,X′〨x, x′〩は

ぬのPX,X′〨x, x′〩− ぬのP †
X,X′〨x, x′〩

〽 β〨x− x′〩
−∂xUX〨x〻 t〩− ∂x′UX〨x′〻 t〩

〲
〫 ぬのPX〨x′〻 t〩− ぬのPX〨x〻 t〩

〽 dx ◦ せ∂xせ−βUX〨x〻 t〩そ− ∂x ぬのPX〨x〻 t〩そ

〽
β

µ
dx ◦ νX〨x〻 t〩, 〨〴〮〱〰〳〩

のように計算できる〮 ただし〬 この計算では

ぬのPX〨x′〻 t〩− ぬのPX〨x〻 t〩 〽 −〨x− x′〩∂x′ ぬのPX〨x′〻 t〩 〫
〨x− x′〩2

〲
〨∂x′〩2 ぬのPX〨x′〻 t〩 〫O〨〨x− x′〩3〩

〽 −〨x− x′〩
∂x′ ぬのPX〨x′〻 t〩 〫 ∂x ぬのPX〨x〻 t〩

〲
〫O〨〨x− x′〩3〩

〽 −dx ◦ ∂x ぬのPX〨x〻 t〩 〫O〨〨x− x′〩3〩 〨〴〮〱〰〴〩
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のような形でO〨〨x− x′〩3〩を無視する形でごちべぬはひ展開した上で〬

せµ∂xUX〨x〻 t〩そ2dt

〴µβ−1
− せµ∂x′UX〨x′〻 t〩そ2dt

〴µβ−1
〽 O〨〨x− x′〩dt〩 〨〴〮〱〰〵〩

のようなO〨〨x− x′〩dt〩の寄与を無視することで〬 最低次の寄与だけを残した〮

ここで任意の関数A〨x〻 t〩とdxのこぴひちぴはのはぶどっと積であるdx ◦ A〨x〻 t〩の期待値に関して〬

O〨dt2〩を無視して次の公式

⟨dx ◦A〨t〩⟩PX,X′ 〽 dt

∫
dx′νX〨x′〻 t〩A〨x′〻 t〩PX〨x′〻 t〩, 〨〴〮〱〰〶〩

が成り立つことを導こう〮 これは次のように計算することで確かめられる〮

⟨dx ◦A〨t〩⟩PX,X′

〽

∫
dx

∫
dx′PX,X′〨x〻x′〩

[
〨x− x′〩

A〨x〻 t〩 〫A〨x′〻 t〩

〲

]
〽

∫
dx

∫
dx′PX,X′〨x〻x′〩

[
〨x− x′〩A〨x′〻 t〩 〫

〨x− x′〩2

〲
∂x′A〨x′〻 t〩 〫O〨〨x− x′〩3〩

]
〽

∫
dx′PX〨x′〻 t〩

[
〨−µ∂x′UX〨x′〻 t〩dt〩A〨x′, t〩 〫 µβ−1dt∂x′A〨x′, t〩

]
〫O〨dt2〩

〽

∫
dx′ [−µ∂x′UX〨x′〻 t〩dt− µβ−1dt∂x′ ぬのPX〨x′〻 t〩

]
A〨x′, t〩PX〨x′〻 t〩 〫O〨dt2〩

〽 dt

∫
dx′νX〨x′〻 t〩A〨x′〻 t〩PX〨x′〻 t〩 〫O〨dt2〩. 〨〴〮〱〰〷〩

ここで今〬 xに関する積分が∫
dxP 〨x〻 t〫 dt|x′〻 t〩〨x− x′〩 〽 −dtµ∂x′UX〨x′〻 t〩, 〨〴〮〱〰〸〩∫
dxP 〨x〻 t〫 dt|x′〻 t〩〨x− x′〩2 〽 dtµβ−1, 〨〴〮〱〰〹〩∫

dxP 〨x〻 t〫 dt|x′〻 t〩O〨〨x− x′〩3〩 〽 O〨dt2〩, 〨〴〮〱〱〰〩

であることを使い〬 無限遠x → ∞で分布がPX〨x〻 t〩 → 〰となることを仮定して部分

積分
∫
dx′PX〨x′〻 t〩∂x′A〨x′, t〩 〽 −

∫
dx′A〨x′, t〩∂x′PX〨x′〻 t〩を使い〬 また∂x′PX〨x′〻 t〩 〽

PX〨x′〻 t〩∂x′ ぬのPX〨x′〻 t〩を用いた〮 また〬 先ほどの計算で無視したO〨〨x− x′〩dt〩やO〨〨x−
x′〩3〩の寄与はxに関する積分を行うことで〬 O〨dt2〩と無視できる寄与しか与えないことも

確かめることができるだろう〮

ちなみに余談ではあるが〬 この公式にA〨x′〻 t〩 〽 〱/dtを代入すると〮 ⟨dx/dt⟩PX,X′ 〽

⟨νX〨t〩⟩PX(t)であることが確かめられ〬 速度場νX〨x′〻 t〩がx′からxへの遷移に対して〬 遷

移先の状態xで平均をとった局所的な平均速度であることがわかる〮 よって〬 速度

場νX〨x′〻 t〩はその意味で平均局所速度と呼ばれることがある〮

よって〬 以上より式〨〴〮〱〰〴〩と式〨〴〮〱〰〶〩を用いると〬 二つの分布PX,X′ 〬 P †
X,X′の間

のかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスはO〨dt2〩を無視して〬

DKL〨PX,X′ ||P †
X,X′〩 〽 ⟨ぬのPX,X′ − ぬのP †

X,X′⟩PX,X′

〽 ⟨β
µ
dx ◦ νX〨t〩〩⟩PX,X′

〽 dt
β

µ

∫
dx′せνX〨x′〻 t〩そ2PX〨x′〻 t〩

〽 σ〨t〩dt, 〨〴〮〱〱〱〩
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となること〬 はぶづひつちねばづつなうはににづひほぐぬちのっに方程式においても確かめられた〮

4.5.3 エントロピー生成とKullback-Leiblerダイバージェンス

さらに離散状態〬 及び連続状態におけるかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスによる表現

DKL〨pX,X′,N ||p†X,X′,N 〩 〽 σ〨t〩dt,

DKL〨PX,X′ ||P †
X,X′〩 〽 σ〨t〩dt, 〨〴〮〱〱〲〩

を用いて〬 きちひにはぶ過程の場合に有限時間でのエントロピー生成〆〨τ 〻 〰〩も〬 同様

にかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスによって記述できることを確かめていこう〮

今dtを微小な時間間隔とし〬 時刻〰から〨N − 〱〩dtまでを考える〮 今きちひにはぶ過程を考えて

いるので〬 遷移確率

p〨xn+1〻ndt, νn|xn〻 〨n− 〱〩dt〩 〽
p〨xn+1〻ndt, xn〻 〨n− 〱〩dt, νn〩

pX〨xn〻 〨n− 〱〩dt〩
, 〨〴〮〱〱〳〩

もしくは

P 〨xn+1〻ndt|xn〻 〨n− 〱〩dt〩 〽
P 〨xn+1〻ndt, xn〻 〨n− 〱〩dt〩

PX〨xn〻 〨n− 〱〩dt〩
, 〨〴〮〱〱〴〩

を用いて〬 経路x 〽 {x1, · · · , xN}かつそれを駆動する浴がν 〽 {ν1, · · · , νN−1}であ
るてはひぷちひつな経路の確率pX,N 〨x,ν〩やてはひぷちひつな経路x 〽 {x1, · · · , xN}の確率PX〨x〩は

pX,N 〨x,ν〩 〽

N−1∏
n=1

p〨xn+1〻ndt, νn|xn〻 〨n− 〱〩dt〩pX〨x1〻 〰〩, 〨〴〮〱〱〵〩

PX〨x〩 〽

N−1∏
n=1

P 〨xn+1〻ndt|xn〻 〨n− 〱〩dt〩PX〨x1〻 〰〩, 〨〴〮〱〱〶〩

のように定義できる〮 同様にぢちっにぷちひつな経路の確率として

p†X,N 〨x,ν〩 〽

N−1∏
n=1

p〨xn〻ndt, νn|xn+1〻 〨n− 〱〩dt〩pX〨xN 〻 〨N − 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〱〷〩

P †
X〨x〩 〽

N−1∏
n=1

P 〨xn〻ndt|xn+1〻 〨n− 〱〩dt〩PX〨xN 〻 〨N − 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〱〸〩

をとると〬 〨N − 〱〩dt 〽 τを固定してdt → 〰とした極限の元でかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバー

ジェンスは

DKL〨pX,N ||p†X,N 〩 〽

∫ τ

0

σ〨t〩dt 〽 〆〨τ 〻 〰〩, 〨〴〮〱〱〹〩

DKL〨PX ||P †
X〩 〽

∫ τ

0

σ〨t〩dt 〽 〆〨τ 〻 〰〩, 〨〴〮〱〲〰〩

とエントロピー生成になることを示すことができる〮
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これを示すためには〬 まずは次のようなノーテーションを導入しよう〮

pXn+1,Nn|Xn
〨xn+1, νn|xn〩 〽 p〨xn+1〻ndt, νn|xn〻 〨n− 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〲〱〩

p†Xn,Nn|Xn+1
〨xn, νn|xn+1〩 〽 p〨xn〻ndt, νn|xn+1〻 〨n− 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〲〲〩

pXn〨xn〩 〽 pX〨xn〻 〨n− 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〲〳〩

PXn+1|Xn
〨xn+1|xn〩 〽 P 〨xn+1〻ndt|xn〻 〨n− 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〲〴〩

P †
Xn|Xn+1

〨xn|xn+1〩 〽 P 〨xn〻ndt|xn+1〻 〨n− 〱〩dt〩, 〨〴〮〱〲〵〩

PXn〨xn〩 〽 PX〨xn〻 〨n− 〱〩dt〩. 〨〴〮〱〲〶〩

このノーテーションを用いると、

pX〨x〩 〽

N−1∏
n=1

pXn+1,Nn|Xn
〨xn+1, νn|xn〩pX1

〨x1〩, 〨〴〮〱〲〷〩

p†X〨x〩 〽

N−1∏
n=1

p†Xn,Nn|Xn+1
〨xn, νn|xn+1〩pXN

〨xN 〩, 〨〴〮〱〲〸〩

PX〨x〩 〽

N−1∏
n=1

PXn+1|Xn
〨xn+1|xn〩PX1

〨x1〩, 〨〴〮〱〲〹〩

P †
X〨x〩 〽

N−1∏
n=1

P †
Xn|Xn+1

〨xn|xn+1〩PXN
〨xN 〩, 〨〴〮〱〳〰〩

のようにかけ〬 さらにこれまでの議論から

DKL〨pXn+1,Nn|Xn
pXn

||p†Xn,Nn|Xn+1
pXn+1

〩 〽 σ〨〨n− 〱〩dt〩dt, 〨〴〮〱〳〱〩

DKL〨PXn+1|Xn
PXn ||P †

Xn|Xn+1
PXn+1〩 〽 σ〨〨n− 〱〩dt〩dt, 〨〴〮〱〳〲〩

であることが確かめられる〮 ここで

DKL〨pX,N ||p†X,N 〩

〽

〈
ぬの

[
N−1∏
n=1

pXn+1,Nn|Xn
pX1

]
− ぬの

[
N−1∏
n=1

p†Xn,Nn|Xn+1
pXN

]〉
pX,N

〽

N−1∑
n=1

〈
ぬの
[
pXn+1,Nn|Xn

pXn

]
− ぬの

[
p†Xn,Nn|Xn+1

pXn+1

]〉
pX,N

〽

N−1∑
n=1

DKL〨pXn+1,Nn|Xn
pXn

||p†Xn,Nn|Xn+1
pXn+1

〩

〽

N−1∑
n=1

σ〨〨n− 〱〩dt〩dt, 〨〴〮〱〳〳〩
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もしくは

DKL〨PX ||P †
X〩

〽

〈
ぬの

[
N−1∏
n=1

PXn+1|Xn
PX1

]
− ぬの

[
N−1∏
n=1

P †
Xn|Xn+1

PXN

]〉
PX

〽

N−1∑
n=1

〈
ぬの
[
PXn+1|Xn

PXn

]
− ぬの

[
P †

Xn|Xn+1
PXn+1

]〉
PX

〽

N−1∑
n=1

DKL〨PXn+1|Xn
PXn

||P †
Xn|Xn+1

PXn+1
〩

〽

N−1∑
n=1

σ〨〨n− 〱〩dt〩dt, 〨〴〮〱〳〴〩

と計算できることが確かめられるため〬 以上より〨N − 〱〩dt 〽 τを固定してdt → 〰の極限

をとったものは

N−1∑
n=1

σ〨〨n− 〱〩dt〩dt → 〆〨τ 〻 〰〩, 〨〴〮〱〳〵〩

となることから確かめられた〮

4.6 揺らぎの定理

〨この内容は講義では時間の都合上扱わない〮 よって〬 加筆修正を加えていないのでノー

テーションの統一などが不十分な可能性あり〮〩

4.6.1 詳細ゆらぎの定理

今〬 エントロピー生成は

〆〨τ 〻 〰〩 〽 ⟨ぬの pX,N − ぬの p†X,N ⟩pX,N
,

〆〨τ 〻 〰〩 〽 ⟨ぬのPX − ぬのP †
X⟩PX

, 〨〴〮〱〳〶〩

のようにかけることをみた〮 この期待値を取る前の量を確率的なエントロピー生成とみな

し

ぞ〆〨x,ν〻 τ 〻 〰〩 〽 ぬの pX,N 〨x,ν〩− ぬの p†X,N 〨x,ν〩,

ぞ〆〨x〻 τ 〻 〰〩 〽 ぬのPX〨x〩− ぬのP †
X〨x〩, 〨〴〮〱〳〷〩

のように書く〮 この量の期待値が次のようにエントロピー生成となる〮

〆〨τ 〻 〰〩 〽 ⟨ぞ〆〨τ 〻 〰〩⟩pX,N

〆〨τ 〻 〰〩 〽 ⟨ぞ〆〨τ 〻 〰〩⟩PX
. 〨〴〮〱〳〸〩

ここで確率的なエントロピー生成の定義を書き直すと

pX,N 〨x,ν〩

p†X,N 〨x,ν〩
〽 づへばせぞ〆〨x,ν〻 τ 〻 〰〩そ,

PX〨x〩

P †
X〨x〩

〽 づへばせぞ〆〨x〻 τ 〻 〰〩そ, 〨〴〮〱〳〹〩
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と、確率の比と指数の肩の上に乗った確率的なエントロピー生成が関係づく〮 この形は詳

細ゆらぎの定理と呼ばれている〮

ここでpX,N 〨x,ν〩 〨もしくはPX〨x〩〩はpX1
〨x1〩 〨もしくはPX1

〨x1〩〩の分布から出発し

た時間順方向のダイナミクスの確率を与えているのに対して〬 p†X,N 〨x,ν〩 〨もしく

はP †
X〨x〩〩はpXN

〨xN 〩 〨もしくはPXN
〨xN 〩〩の分布から出発した時間を逆方向に遡るよう

なダイナミクスの確率を与えていると見なすことができる〮 このように時間順方向のダイ

ナミクスの確率と時間を逆方向に遡るようなダイナミクスの確率の比が確率的なエントロ

ピー生成を与えるというのが詳細ゆらぎの定理の主張である〮

4.6.2 積分ゆらぎの定理

次に〬 この詳細ゆらぎの定理からの帰結として〬 次のような等式をすぐに示すことがで

きる〮 〈
づへばせ−ぞ〆〨τ 〻 〰〩そ

〉
pX,N

〽 〱,〈
づへばせ−ぞ〆〨τ 〻 〰〩そ

〉
PX

〽 〱, 〨〴〮〱〴〰〩

ここで〬 分布の規格化
∑

x,ν p†X,N 〨x,ν〩 〽 〱と
∫
dxP †

X〨x〩 〽 〱を用いた〮 この式は積分

ゆらぎの定理と呼ばれている〮

関数f〨g〩 〽 − づへば〨−g〩は上に凸な関数〨もしくは−f〨g〩 〽 づへば〨−g〩は下に凸な関数〩で

あることから〬 f〨g〩 〽 − づへば〨−g〩に対するおづのびづのの不等式〨〴〮〲〵〩〬 〨〴〮〲〶〩を積分ゆらぎの

定理に用いると

づへば

[
−
〈
ぞ〆〨τ 〻 〰〩

〉
pX,N

]
≤
〈
づへばせ−ぞ〆〨τ 〻 〰〩そ

〉
pX,N

, 〨〴〮〱〴〱〩

づへば

[
−
〈
ぞ〆〨τ 〻 〰〩

〉
PX

]
≤
〈
づへばせ−ぞ〆〨τ 〻 〰〩そ

〉
PX

, 〨〴〮〱〴〲〩

が得られる〮 この不等式と積分ゆらぎの定理を組みわせると

づへば せ−〆〨τ 〻 〰〩そ ≤ づへばせ〰そ, 〨〴〮〱〴〳〩

となる〮 これは熱力学第二法則

〆〨τ 〻 〰〩 ≥ 〰, 〨〴〮〱〴〴〩

の別の表現になっている〮

4.6.3 Jarzynski等式

特殊な状況における積分型ゆらぎの定理はおちひぺべのびにど等式と呼ばれている〮 今〬 状態は離

散だとして〬 浴として逆温度βの単一の熱浴しかない状況を考え〬 時刻〰と時刻τで平衡分布

である状況を考えよう〮 この時〬

ぞ〆〨x,ν〻 τ 〻 〰〩 〽 、Ssys〨x〻 τ 〻 〰〩 〫 、Sbath〨x〻 τ 〻 〰〩, 〨〴〮〱〴〵〩

、Ssys〨x〻 τ 〻 〰〩 〽 ぬの pX〨x1〻 〰〩− ぬの pX〨xN 〻 τ〩, 〨〴〮〱〴〶〩

、Sbath〨x〻 τ 〻 〰〩 〽

N−1∑
n=1

ぬの
p〨xn+1〻ndt, νn|xn〻 〨n− 〱〩dt〩

p〨xn〻ndt, νn|xn+1〻 〨n− 〱〩dt〩
, 〨〴〮〱〴〷〩
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と確率的なエントロピー生成を系と熱浴のエントロピー変化の寄与に分解できる〮

まず〬 浴として逆温度βの単一の熱浴しかない状況に相当する詳細釣り合い条件

p〨xn+1〻ndt, νn|xn〻 〨n− 〱〩dt〩

p〨xn〻ndt, νn|xn+1〻 〨n− 〱〩dt〩
〽 づへば

[
−β

δQ

δt
〨〨n− 〱〩dt〩dt

]
, 〨〴〮〱〴〸〩

を課そう〮 ただしδQ/δtは単位時間あたりに系に流れた熱である〮 すると〬 dt → 〰の極限で

熱浴のエントロピーの変化は

、Sbath〨x〻 τ 〻 〰〩 〽 −β

∫ τ

0

dt
δQ

δt
〺〽 −βδQ〨x〩, 〨〴〮〱〴〹〩

と時間〰からτまでに流れた系の熱δQ〨x〩を用いて書くことができる〮

また〬時刻〰とτで平衡分布ならば〬 U〨x〻 t〩をポテンシャルエネルギー〬F 〨t〩をえづぬねとはぬぴぺの

自由エネルギーとすると〬

pX〨x1〻 〰〩 〽 づへばせ−β〨U〨x1〻 〰〩− F 〨〰〩〩そ, 〨〴〮〱〵〰〩

pX〨xN 〻 τ〩 〽 づへばせ−β〨U〨xN 〻 τ〩− F 〨τ〩〩そ, 〨〴〮〱〵〱〩

のように書け〬 系のエントロピーの変化は

、Ssys〨x〻 τ 〻 〰〩 〽 β、U〨x〩− β、F, 〨〴〮〱〵〲〩

、U〨x〩 〽 U〨xN 〻 τ〩− U〨x1〻 〰〩, 〨〴〮〱〵〳〩

、F 〽 F 〨τ〩− F 〨〰〩, 〨〴〮〱〵〴〩

で与えられる〮 今〬 熱力学第一法則より〬 系にした仕事δW 〨x〩を

δW 〨x〩 〽 、U〨x〩− δQ〨x〩, 〨〴〮〱〵〵〩

のように定義すると〬 確率的なエントロピー生成は

ぞ〆〨x,ν〻 τ 〻 〰〩 〽 β〨δW 〨x〩−、F 〩, 〨〴〮〱〵〶〩

の形で書くことができる〮

この時積分型ゆらぎの定理は

⟨づへばせ−β〨δW −、F 〩そ⟩pX,N
〽 〱, 〨〴〮〱〵〷〩

の形で書くことができる〮 特に、Fは状態の経路xに依存していないことから

⟨づへばせ−β、F そ⟩pX,N
〽 づへばせ−β、F そ, 〨〴〮〱〵〸〩

であることを用いると〬

づへばせ−β、F そ 〽 ⟨づへばせ−βδW そ⟩pX,N
, 〨〴〮〱〵〹〩

が導出できる〮 この式はおちひぺべのびにど等式と呼ばれている〮

通常の熱力学第二法則は今回の場合〬

⟨δW 〨x〩⟩pX,N
≥ 、F, 〨〴〮〱〶〰〩

である〮 この熱力学第二法則を用いて平衡状態間の自由エネルギーの変化、Fを確率的な

仕事δWのアンサンブル平均から求めようとするなら〬 等号達成状態である時刻〰からτま

で常に平衡な状況を考えないと求まらない〮 一方でこのおちひぺべのびにど等式は

、F 〽 −β−1 ぬの ⟨づへばせ−βδW そ⟩pX,N
, 〨〴〮〱〶〱〩
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の形にすると〬 時刻〰とτでの平衡状態間の自由エネルギーの変化が〬 途中の遷移が非平衡

な遷移だったとしても〬 確率的な仕事δW 〨x〩を用いた関数づへばせ−βδW 〨x〩そのアンサンブル

平均から求まることを意味していることから〬 非平衡系の法則として大きく注目を集めた〮

ただし実験的にはづへばせ−βδW 〨x〩そという量のアンサンブル平均は〬 δW 〨x〩 ≪ 〰という確

率的な稀なケースの寄与が無視できないため〬　確率的に稀なケースを観測する必要があ

り〬 このおちひぺべのびにど等式から自由エネルギーの変化を求めるのは大変である〮

4.7 詳細釣り合い条件におけるエントロピー生成率

とKullback-Leiblerダイバージェンス

4.7.1 離散状態の場合のエントロピー生成率

ここでは詳細釣り合い条件が成り立つ元で〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスとエン

トロピー生成率に関する〬 別の関係をここでは議論しよう〮

今〬 遷移レートは時間に依存しないとしてW (ν)〨x′|x〩とかき〬 マスター方程式は

∂tpX〨x〻 t〩 〽
∑
x′,ν

せW (ν)〨x|x′〩pX〨x′〻 t〩−W (ν)〨x′|x〩pX〨x〻 t〩そ, 〨〴〮〱〶〲〩

で与えられるとしよう〮 もしも詳細釣り合い条件を満たす場合

W (ν)〨x′|x〩peqX 〨x〩 〽 W (ν)〨x|x′〩peqX 〨x′〩, 〨〴〮〱〶〳〩

を任意のエッジρ 〽 〨x, x′, ν〩で満たす平衡分布peqX 〨x′〩が存在する〮 この時〬 エントロピー

生成率σ〨t〩は

σ〨t〩 〽 −∂tDKL〨pX〨t〩||peqX 〩, 〨〴〮〱〶〴〩

で与えられる〮

これは次のように示される〮

−∂tDKL〨pX〨t〩||peqX 〩

〽 −
∑
x

〨∂tpX〨x〻 t〩〩 ぬの
pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〩
〫
∑
x

∂tpX〨x〻 t〩

〽 −
∑
x,x′,ν

せW (ν)〨x|x′〩pX〨x′〻 t〩−W (ν)〨x′|x〩pX〨x〻 t〩そ ぬの
pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〩

〽
∑

x,x′,ν|x>x′

せW (ν)〨x|x′〩pX〨x′〻 t〩−W (ν)〨x′|x〩pX〨x〻 t〩そ

[
ぬの

pX〨x′〻 t〩

peqX 〨x′〩
− ぬの

pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〩

]

〽
∑

x,x′,ν|x>x′

せW (ν)〨x|x′〩pX〨x′〻 t〩−W (ν)〨x′|x〩pX〨x〻 t〩そ ぬの
W (ν)〨x|x′〩pX〨x′〻 t〩

W (ν)〨x′|x〩pX〨x〻 t〩

〽 σ〨t〩. 〨〴〮〱〶〵〩

ただし〬 ここで
∑

x ∂tpX〨x〻 t〩 〽 ∂t〨〱〩 〽 〰を用いている〮 このように〬 エントロピー生成

率は平衡分布と現在の分布の間のかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの時間微分でかくこ

とが可能である〮

また〬 この式はグラフ的な線形代数による表現を使って示すとよりわかりやすく示すこ

とが可能である〮 以前述べたように〬 マスター方程式は

∂tpX〨t〩 〽 BJ〨t〩, 〨〴〮〱〶〶〩
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と書け〬 詳細釣り合い条件を満たすため力を

F 〨t〩 〽 BT〈〨t〩, 〨〴〮〱〶〷〩

とかける〮 ただし〬 ここで〈〨t〩は〈〨x〻 t〩 〽 ぬの peqX 〨x〩 − ぬの pX〨x〻 t〩のベクトル表記である〮

この時〬 エントロピー生成率は

σ〨t〩 〽 せF 〨t〩そTJ〨t〩

〽 〨〈〨t〩〩T∂tpX〨t〩, 〨〴〮〱〶〸〩

で与えられる〮 一方〬 かふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスを

DKL〨pX〨t〩||peqX 〩 〽
∑
x

pX〨x〻 t〩

[
ぬの

pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〩
− pX〨x〻 t〩 〫 peqX 〨x〩

]
〨〴〮〱〶〹〩

の形と思ったときの汎関数微分

∂pX(x;t)DKL〨pX〨t〩||peqX 〩 〽 ∂pX(x;t)

[∑
x

pX〨x〻 t〩

[
ぬの

pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〩
− pX〨x〻 t〩 〫 peqX 〨x〩

]]

〽 ぬの
pX〨x〻 t〩

peqX 〨x〩

〽 −〈〨x〻 t〩, 〨〴〮〱〷〰〩

から−〈〨x〻 t〩が得られるため〬 〈〨x〻 t〩はかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスの各状態xで

の分布pX〨x〻 t〩の方向への勾配になっていると考えることができるだろう〮 この勾配と分

布の時間微分の内積〨〈〨t〩〩T∂tpX〨t〩でエントロピー生成率σ〨t〩は表されているため〬 エン

トロピー生成率とかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスの関係はここから

σ〨t〩 〽 〨〈〨t〩〩T∂tpX〨t〩

〽 −
∑
x

∂tpX〨x〻 t〩∂pX(x;t)DKL〨pX〨t〩||peqX 〩

〽 −∂tDKL〨pX〨t〩||peqX 〩, 〨〴〮〱〷〱〩

のように示すことも可能である〮

また詳細釣り合いを満たさないような定常状態pstX〨x′〩に対してσex〨t〩 〽

−d/dtDKL〨pX〨t〩||pstX〩のような量を考えることも可能であり〬 この量σex〨t〩はエン

トロピー生成率の一般化として過剰エントロピー生成率と呼ばれることがある〮

4.7.2 連続状態の場合のエントロピー生成率

同様に連続状態の場合でも同様の関係式が成り立つことを見ていこう〮 ここでは次のよ

うに時間に依存しないポテンシャルUX〨x〩で記述できるうはににづひほぐぬちのっに方程式

∂tPX〨x〻 t〩 〽 −∂x〨νX〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩〩 〨〴〮〱〷〲〩

νX〨x〻 t〩 〽 −µ∂xせUX〨x〩 〫 β−1 ぬのPX〨x〻 t〩そ. 〨〴〮〱〷〳〩

のケースを考える〮 ここで平衡分布P eq
X 〨x〩は

−µ∂xせUX〨x〩 〫 β−1 ぬのP eq
X 〨x〩そ 〽 〰 〨〴〮〱〷〴〩
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を満たす分布として〬 次のようなカノニカル分布

P eq
X 〨x〩 〽

づへばせ−βUX〨x〩そ∫
dx′ づへばせ−βUX〨x′〩そ

, 〨〴〮〱〷〵〩

で与えられる〮 この時−∂tDKL〨PX〨t〩||P eq
X 〩は

−∂tDKL〨PX〨t〩||P eq
X 〩

〽 −
∫

dx〨∂tPX〨x〻 t〩〩 ぬの
PX〨x〻 t〩

P eq
X 〨x〩

−
∫

dx∂tPX〨x〻 t〩

〽

∫
dxせ∂x〨νX〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩〩そ

[
ぬのPX〨x〻 t〩 〫 βUX〨x〩 〫 ぬの

∫
dx′ づへばせ−βUX〨x′〩そ

]
〽 −

∫
dx〨νX〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩〩∂x せぬのPX〨x〻 t〩 〫 βUX〨x〩そ

〽
β

µ

∫
dxせνX〨x〻 t〩そ2PX〨x〻 t〩

〽 σ〨t〩, 〨〴〮〱〷〶〩

となる〮 ここで
∫
dx∂tPX〨x〻 t〩 〽 ∂t〨〱〩 〽 〰を用いている〮 よってエントロピー生成

率σ〨t〩は詳細釣り合い条件が成り立つならば連続状態の場合でも

σ〨t〩 〽 −∂tDKL〨PX〨t〩||P eq
X 〩, 〨〴〮〱〷〷〩

で与えられる〮

またこの表記で与えられるのは〬 離散の場合と同様の勾配の構造があることに依ってい

る〮 すなわち〬

∂PX(x;t)DKL〨PX〨t〩||P eq
X 〩 〽 ぬのPX〨x〻 t〩− ぬのP eq

X 〨x〩 〽 −〈X〨x〻 t〩, 〨〴〮〱〷〸〩

というかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスの勾配によって〬 エントロピー生成率が

σ〨t〩 〽

∫
dx〈X〨x〻 t〩∂tPX〨x〻 t〩, 〨〴〮〱〷〹〩

とあたえられるため〬 かふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスを

DKL〨pX〨t〩||peqX 〩 〽

∫
dxPX〨x〻 t〩

[
ぬの

PX〨x〻 t〩

P eq
X 〨x〩

− PX〨x〻 t〩 〫 P eq
X 〨x〩

]
〨〴〮〱〸〰〩

の形と思ったときの汎関数微分は

∂PX(x;t)DKL〨PX〨t〩||P eq
X 〩 〽 −〈X〨x〻 t〩, 〨〴〮〱〸〱〩

となることより〬 エントロピー生成率はかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスの時間微分で

σ〨t〩 〽 −∂tDKL〨PX〨t〩||P eq
X 〩, 〨〴〮〱〸〲〩

のように与えられると考えることもできるだろう〮

4.8 熱力学第二法則と平衡状態の安定性

4.8.1 力学系とマスター方程式

詳細釣り合いを満たす状況を考えていこう〮 離散状態x ∈ {〱, · · · , N}におけるマスター
方程式

∂tpX〨x〻 t〩 〽
∑
x′

W 〨x|x′〩pX〨x′〻 t〩, 〨〴〮〱〸〳〩
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はベクトル・行列表記p〨t〩 〽 〨pX〨〱〻 t〩, pX〨〲〻 t〩, · · · , pX〨N 〻 t〩〩T〬 Wij 〽 W 〨i|j〩を用い
ると〬

∂tpX〨t〩 〽 WpX〨t〩 〺〽 f〨pX〨t〩〩. 〨〴〮〱〸〴〩

のように記述できるだろう〮 このマスター方程式は初期条件pX〨〰〩を与えると〬 微分方程

式の解として関数fを通して任意の時刻t > 〰でのpX〨t〩を一意に与える形になっている〮

一般に微分方程式で状態y ∈ RN

∂ty 〽 f〨y〩. 〨〴〮〱〸〵〩

のような関数f〨y〩 ∈ RNを導入できるものは力学系と呼ばれている〮 よって〬 マスター方

程式は確率分布に対する力学系とみなすことができる〮

このよな力学系において

f〨y∗〩 〽 〰, 〨〴〮〱〸〶〩

を満たす点y 〽 y∗では〬 ∂ty|y=y∗ 〽 〰よりyが時間変化しなくなる〮 このような時間

変化しなくなる点y∗のことを固定点と呼ぶ〮 マスター方程式における定常分布pst
X 〽

〨pstX〨〱〻 t〩, pstX〨〲〻 t〩, · · · , pstX〨N 〻 t〩〩Tは

f〨pst
X〩 〽 〰, 〨〴〮〱〸〷〩

で与えられるため〬 固定点の一種である〮

4.8.2 固定点の安定性とLyapunov関数

固定点y∗からの差分を用いてy 〽 y∗ 〫 δyと表現し〬 この摂動δyがどう時間発展するか

を考えてみよう〮　この摂動が減少する方向に時間発展するかどうかで〬 固定点y∗に時間

発展で漸近していくかどうかを考えることができる〮 もしも摂動δyが減少する方向に時間

発展するならば〬 その固定点y∗は安定であると呼ぶ〮 また時間t → ∞の極限でy → y∗と

固定点に収束する場合は〬 漸近安定であるという〮 また任意の摂動δyに対して安定である

場合は大域的に安定という〮

この固定点の安定性について〬 もう少し具体的に考えていこう〮 t → ∞の極限で任意の
摂動δyに対してy → y∗と固定点に収束するような状況〬 すなわち固定点y∗が大域的に漸

近安定であるかどうかを知る方法として〬 次のようながべちばふのはぶ関数によるものが知られ

ている〮

もしも次のような性質を持つがべちばふのはぶ関数L〨y||y∗〩が存在した場合はy∗は大域的に漸

近安定である〮 ただし〬 がべちばふのはぶ関数L〨y||y∗〩は次のような性質ぁ〬 あを持つ関数である〮

性質ぁ〺

L〨y||y∗〩 ≥ 〰 〨〴〮〱〸〸〩

かつ等号達成はy 〽 y∗に限る〮

性質あ〺

∂tL〨y||y∗〩 ≤ 〰 〨〴〮〱〸〹〩

かつ等号達成はy 〽 y∗に限る〮
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このようながべちばふのはぶ関数が存在した時〬 大域的に漸近安定なのは直感的に明らかで

ある〮　なぜならば〬 yとy∗の差を表す非負関数L〨y||y∗〩が〬 L〨y||y∗〩 〽 〰となる固定

点y 〽 y∗に収束するまで〬 常に∂tL〨y||y∗〩 < 〰で時間と共に減少していくからである〮

ちなみに性質ぁの条件式〨〴〮〱〸〸〩だけを持つ関数L〨y||y∗〩はがべちばふのはぶ候補関数と呼ばれ

ており〬 性質あの条件式〨〴〮〱〸〹〩を満たすかどうかで固定点が大域的に漸近安定かどうか〨も

しくは不安定か〩を議論する方法はがべちばふのはぶ基準と呼ばれている〮

また性質あで等号達成はy 〽 y∗のときのみという条件を外した場合〬 y∗はがべちばふのはぶ安

定と呼ぶ〮 これは固定点y∗から微小な摂動δyを加えたとき〬 固定点周辺にはとどまり続け

るが必ずしも固定点に漸近的に収束しない可能性がある状況を意味している〮

また摂動δyが十分小さいときにのみ条件式〨〴〮〱〸〹〩を満たす場合は〬 大域的ではないた

め単に漸近的に安定という〮 これは十分大きい摂動δyに対して〬 t → ∞の極限で固定点へ
収束することは保証しないが〬　一方で固定点y∗に対して微小な摂動δyを加えた場合は〬

t → ∞の極限で固定点に収束しうることを意味している〮

4.8.3 熱力学第二法則と平衡分布の安定性

固定点の安定性という側面から〬 平衡状態の安定性について考察し直してみよう〮 すな

わち〬　平衡状態を表す平衡分布peq
Xはマスター方程式を力学系

∂tpX〨t〩 〽 f〨pX〨t〩〩. 〨〴〮〱〹〰〩

とみなしたとき

f〨peq
X 〩 〽 〰, 〨〴〮〱〹〱〩

を満たすため〬 固定点である〮 この固定点peq
Xで与えられる平衡状態の安定性が熱力学第二

法則と関係していることを以下見ていこ〮

まずマスター方程式が詳細釣り合いを満たす場合〬 エントロピー生成率が

σ〨t〩 〽 −∂tDKL〨pX〨t〩||peqX 〩, 〨〴〮〱〹〲〩

のようにかふぬぬぢちっにほがづどぢぬづひダイバージェンスの時間微分の形で表されることを以前議論し

た〮　ここで熱力学第二法則σ〨t〩 ≥ 〰を考えることで〬

∂tDKL〨pX〨t〩||peqX 〩 ≤ 〰, 〨〴〮〱〹〳〩

が示せる〮 この等号達成条件σ〨t〩 〽 〰は平衡状態の時に達成されるため〬 ベクトル表記

でpX〨t〩 〽 peq
Xのときのみ

∂tDKL〨pX〨t〩||peqX 〩 〽 〰, 〨〴〮〱〹〴〩

が達成される〮 ただし〬 ここでσ〨t〩 〽 〰はpX〨t〩 〽 peq
Xのときのみ達成されるという〬 平衡

状態の一意性を暗に仮定している〮

またかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの一般的な非負性より〬

DKL〨pX〨t〩||peqX 〩 ≥ 〰, 〨〴〮〱〹〵〩

かつ等号達成

DKL〨pX〨t〩||peqX 〩 〽 〰, 〨〴〮〱〹〶〩
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はベクトル表記でpX〨t〩 〽 peq
Xの時のみであることも確かめられる〮

以上より〬 かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスDKL〨pX〨t〩||peqX 〩が次のような固定

点peq
Xに対するがべちばふのはぶ関数

L〨p||peq〩 〽 DKL〨pX〨t〩||peqX 〩, 〨〴〮〱〹〷〩

とみなせることがわかる〮 ただしがべちばふのはぶ関数が満たすべき二つの性質はそれぞれ〬 熱力

学第二法則とかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの非負性から保証されている〮

よって〬 詳細釣り合いを満たすマスター方程式のダイナミクスにおいて〬 平衡分布が一

意に定まるならば平衡分布は大域的に漸近安定であり〬 t → ∞の極限でpX → peq
Xに収束

することが保証される〮 このように詳細釣り合い条件のもとで、熱力学第二法則は平衡分

布への緩和の保証をしてくれる法則であるとみなすことができるだろう〮





〹〱

第5章

力学系と安定性

ここでは〬 より一般に固定点の安定性についてより詳細に議論していこう〮

5.1 確率過程とパラメータの力学系

まずは確率分布の時間発展を、確率分布におけるパラメータの時間発展として捉える方

法についてここでは述べよう〮

5.1.1 キュムラントとモーメント

今〬 連続状態x ∈ Rの確率分布PX〨x〩を与えるパラメーターとして〬 n次のキュムラント

と呼ばれる量を導入しよう〮 n次のキュムラントcnの定義は〬

ぬの⟨esx⟩PX
〽

∞∑
n=1

cn
n〡

sn 〨〵〮〱〩

のようにごちべぬはひ展開の係数で定義される〮 このn次のキュムラントcnを単体で求めるには〬

cn 〽 〨∂s〩
n ぬの⟨esx⟩PX

|s=0 〨〵〮〲〩

という等式を用いれば良い〮 例えば〬 〱次のキュムラントはこの定義に従うと〬

c1 〽 ∂s ぬの⟨esx⟩PX
|s=0

〽
⟨xesx⟩PX

⟨esx⟩PX

∣∣∣∣
s=0

〽 ⟨x⟩PX
, 〨〵〮〳〩

と平均値を与え〬 〲次のキュムラントは

c2 〽 〨∂s〩
2 ぬの⟨esx⟩PX

∣∣
s=0

〽

[
⟨x2esx⟩PX

⟨esx⟩PX

−
⟨xesx⟩2PX

⟨esx⟩2PX

]∣∣∣∣
s=0

〽 ⟨x2⟩PX
− ⟨x⟩2PX

, 〨〵〮〴〩

と分散を与えることがわかる〮

またキュムラントと同様にn次のモーメントmnと呼ばれる量も導入できる〮 これは

⟨esx⟩PX
〽 〱 〫

∞∑
n=1

mn

n〡
sn 〨〵〮〵〩
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のようなごちべぬはひ展開の係数で定義される〮 同様にn次のモーメントmnを単体で求めるとき

は

mn 〽 〨∂s〩
n⟨esx⟩PX

|s=0 〨〵〮〶〩

を計算すればよく〬 n次のモーメントは

mn 〽 〨∂s〩
n⟨esx⟩PX

|s=0

〽 ⟨xnesx⟩PX
|s=0

〽 ⟨xn⟩PX
, 〨〵〮〷〩

とxのn乗の期待値で与えられる〮 また

cn 〽 〨∂s〩
n ぬの

[
〱 〫

∞∑
n=1

mn

n〡
sn

]∣∣∣∣∣
s=0

, 〨〵〮〸〩

より〬 n次のキュムラントはn次以下のモーメントを用いて書き表すことができる〮 例えば〬

〱次と〲次については

c1 〽 m1, 〨〵〮〹〩

c2 〽 m2 −m2
1, 〨〵〮〱〰〩

のように表現できる〮 また同様に〬 n次のモーメントは

mn 〽 〨∂s〩
n づへば

[ ∞∑
n=1

cn
n〡

sn

]∣∣∣∣∣
s=0

〨〵〮〱〱〩

より〬 n次以下のキュムラントを用いて書き表すことができる〮 例えば〬 〱次と〲次について

は

m1 〽 c1, 〨〵〮〱〲〩

m2 〽 c2 〫 c21, 〨〵〮〱〳〩

のように表現できる〮

確率分布PX〨x〩に関するフーリエ逆変換

〈X〨k〩 〽

∫
dxPX〨x〩 づへば〨ikx〩 〨〵〮〱〴〩

を特性関数と呼ぶ〮 この特性関数をフーリエ変換することで確率分布PX〨x〩がもとまるこ

とから〬 特性関数を決めると確率分布PX〨x〩を指定できる〮 今〬 モーメントを用いて特性関

数が

〈X〨−is〩 〽 〱 〫

∞∑
n=1

mn

n〡
〨s〩n 〨〵〮〱〵〩

で求まることから〬 全てのモーメントを指定すると確率分布PX〨x〩が一つ定まることが

わかる〮 またモーメントはキュムラントを用いて記述できるので〬 同様に全てのキュムラ

ントを指定すると確率分布PX〨x〩が一つ定まる〮 よって〬 モーメントの組m 〽 {mn|n 〽

〱, · · · }もしくはキュムラントの組c 〽 {cn|n 〽 〱, · · · }は確率分布を一意に指定するパラメ
ータだと考えることができる〮
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例えば〬 確率分布PX〨x〩が平均Eせxそ〬 分散ざちひせxそのガウス分布

PX〨x〩 〽
〱√

〲πざちひせxそ
づへば

[
− 〨x− Eせxそ〩2

〲ざちひせxそ

]
, 〨〵〮〱〶〩

のときは〬

ぬの⟨esx⟩PX
〽 ぬの

[∫
dx

〱√
〲πざちひせxそ

づへば

[
− 〨x− Eせxそ〩2

〲ざちひせxそ
〫 sx

]]

〽 ぬの

[∫
dx

〱√
〲πざちひせxそ

づへば

[
− 〨x− Eせxそ−ざちひせxそs〩2

〲ざちひせxそ
〫 Eせxそs〫

ざちひせxそ

〲
s2
]]

〽 Eせxそs〫
ざちひせxそ

〲
s2, 〨〵〮〱〷〩

より〬　ガウス分布はキュムラントc1 〽 Eせxそ〬 c2 〽 ざちひせxそ〬 n ≥ 〳でcn 〽 〰で特徴づけられ

ることがわかる〮

5.1.2 Fokker–Planck方程式とキュムラントの力学系

ここでは確率過程をキュムラントに関する力学系として表現する方法を考えてみよう〮

具体例として〬 時間に依存した調和ポテンシャル

UX〨x〻 t〩 〽
kU 〨t〩

〲
〨x− µU 〨t〩〩

2, 〨〵〮〱〸〩

で駆動されるうはににづひほぐぬちのっに方程式

∂tPX〨x〻 t〩 〽 ∂xせせµ∂xUX〨x〻 t〩そPX〨x〻 t〩そ 〫 µβ−1〨∂x〩
2PX〨x〻 t〩

〽 ∂xせµkU 〨t〩〨x− µU 〨t〩〩PX〨x〻 t〩そ 〫 µβ−1〨∂x〩
2PX〨x〻 t〩, 〨〵〮〱〹〩

で表される確率過程の時間発展を〬 キュムラントに関する力学系

∂tc 〽 f〨c〩, 〨〵〮〲〰〩

として表現してみよう〮 ただしここでkU 〨t〩 > 〰としており〬 µ > 〰であることに注意する〮

計算を単純化するため〬 うはににづひほぐぬちのっに方程式の一般的な表現

∂tPX〨x〻 t〩 〽 −∂xせA
(1)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ 〫

〱

〲
〨∂x〩

2せA(2)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ, 〨〵〮〲〱〩

を用い〬 さらに式〨〵〮〲〱〩における係数A(1)〨x〻 t〩〬 A(2)〨x〻 t〩のx依存性を明示的にするため

に

A(1)〨x〻 t〩 〽 A
(1)
0 〨t〩 〫 xA

(1)
1 〨t〩,

A(2)〨x〻 t〩 〽 A
(2)
0 〨t〩, 〨〵〮〲〲〩

とするノーテーションを導入しておく〮 ただし〬 ここでA
(1)
0 〨t〩 〽 µkU 〨t〩µU 〨t〩〬 A

(1)
1 〨t〩 〽

−µkU 〨t〩〬 A
(2)
0 〨t〩 〽 〲µβ−1である〮
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このとき〬 n次のキュムラントcn〨t〩の時間発展は

∂tcn〨t〩 〽 〨∂s〩
n

∫
dxesx∂tPX〨x〻 t〩

⟨esx⟩PX(t)

∣∣∣∣
s=0

〽 〨∂s〩
n

∫
dxesx

[
−∂xせA

(1)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ 〫 1
2 〨∂x〩

2せA(2)〨x〻 t〩PX〨x〻 t〩そ
]

⟨esx⟩PX(t)

∣∣∣∣∣
s=0

〽 〨∂s〩
n

∫
dxesx

[
sせA

(1)
0 〨t〩 〫 xA

(1)
1 〨t〩そPX〨x〻 t〩 〫 1

2s
2A

(2)
0 〨t〩PX〨x〻 t〩

]
⟨esx⟩PX(t)

∣∣∣∣∣∣
s=0

〽 〨∂s〩
n

[
sA

(1)
0 〨t〩⟨esx⟩PX(t) 〫 sA

(1)
1 〨t〩∂s⟨esx⟩PX(t) 〫

1
2s

2A
(2)
0 〨t〩⟨esx⟩PX(t)

]
⟨esx⟩PX(t)

∣∣∣∣∣∣
s=0

〽 〨∂s〩
n

[
sA

(1)
0 〨t〩 〫

〱

〲
s2A

(2)
0 〨t〩

]∣∣∣∣
s=0

〫 〨∂s〩
n
[
sA

(1)
1 〨t〩∂s ぬの⟨esx⟩PX(t)

]∣∣∣
s=0

〽 A
(1)
0 〨t〩δn1 〫A

(2)
0 〨t〩δn2 〫 nA

(1)
1 〨t〩cn, 〨〵〮〲〳〩

と計算可能である〮 よって〬 平均値c1〨t〩 〽 ⟨x⟩PX(t)の時間発展は

∂tc1〨t〩 〽 −µkU 〨t〩〨c1〨t〩− µU 〨t〩〩, 〨〵〮〲〴〩

分散c2〨t〩 〽 ⟨〨x− ⟨x⟩PX(t)〩
2⟩PX(t)の時間発展は

∂tc2〨t〩 〽 −〲µ〨kU 〨t〩c2〨t〩− β−1〩, 〨〵〮〲〵〩

n ≥ 〳としたときのn次のキュムラントの時間発展は

∂tcn〨t〩 〽 −µnkU 〨t〩cn〨t〩, 〨〵〮〲〶〩

で与えられる〮

もし仮に〬 t 〽 〰でガウス分布であるとき〬 n ≥ 〳でcn〨〰〩 〽 〰である〮 このとき〬

式〨〵〮〲〶〩からt ≥ 〰でcn〨t〩 〽 〰であることが示せる〮 このことは〬 調和ポテンシャル中

のうはににづひほぐぬちのっに方程式のダイナミクスで駆動される場合に〬 初期状態がガウス分布であ

れば任意の時刻でガウス分布となるということを意味している〮

また〬 このうはににづひほぐぬちのっに方程式に対応するがちのでづぶどの方程式と〬 キュムラントに関する

力学系を比較してみよう〮 がちのでづぶどの方程式は

たx〨t〩 〽 −µkU 〨t〩〨x〨t〩− µU 〨t〩〩 〫
√
〲µβ · ξ〨t〩, 〨〵〮〲〷〩

⟨ξ〨t〩⟩ 〽 〰, 〨〵〮〲〸〩

⟨ξ〨t〩ξ〨t′〩⟩ 〽 δ〨t− t′〩, 〨〵〮〲〹〩

で与えられる〮 ここでノイズに関する平均⟨· · · ⟩を行うと〬 ノイズの項は⟨ξ〨t〩⟩ 〽 〰で消え

るため〬

⟨ たx〨t〩⟩ 〽 −µkU 〨t〩〨⟨x〨t〩⟩ − µU 〨t〩〩 〨〵〮〳〰〩

と形式的にかける〮 このノイズに関する平均の式と〬 〱次のキュムラントに関する時間発展

の式〨〵〮〲〴〩は〬 ⟨ たx〨t〩⟩ ↔ ∂tc1〨t〩〬 ⟨x〨t〩⟩ ↔ c1〨t〩のような対応関係があると考えることが

できる〮
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5.1.3 キュムラントの固定点と安定性

また〬 調和ポテンシャルが時間に依存しない場合〬 すなわち

UX〨x〩 〽
kU
〲
〨x− µU 〩

2, 〨〵〮〳〱〩

と書ける場合を考える〬 ただしここでkU > 〰とする〮 このとき〬 キュムラントに関する力

学系は

∂tcn〨t〩 〽 µkUµUδn1 〫 〲µβ−1δn2 − nµkUcn 〺〽 fn〨c〨t〩〩, 〨〵〮〳〲〩

で与えられる〮 この力学系の固定点を考えてみよう〮

任意のnでfn〨c
∗〩 〽 〰を満たす固定点c∗は

c∗1 〽 µU , 〨〵〮〳〳〩

c∗2 〽 〨βkU 〩
−1, 〨〵〮〳〴〩

かつn ≥ 〳で

c∗n 〽 〰, 〨〵〮〳〵〩

であたえられる〮 これはキュムラントの固定点に相当する確率分布が平均µU 〬 分

散〨βkU 〩
−1のガウス分布であることを意味しており〬 このことはすなわち定常分布が次の

ようなカノニカル分布

P eq
X 〨x〩 〽

〱√
〲π〨βkU 〩−1

づへば

(
−β

kU
〲
〨x− µU 〩

2

)
〽

づへば 〨−βUX〨x〩〩∫
dx づへば 〨−βUX〨x〩〩

, 〨〵〮〳〶〩

でかけることを意味する〮

もしも平衡分布が一意に定まる場合〬 その平衡分布は大域的に漸近安定であることは〬

すでに熱力学第二法則との関係で既に述べたが〬 ここではこのキュムラントの固定点c∗が

大域的に漸近安定であることを直接確かめることができる〮 δcn〨t〩 〽 cn〨t〩 − c∗nに関する

時間発展は

∂tδc1〨t〩 〽 −µkUδc1〨t〩, 〨〵〮〳〷〩

∂tδc2〨t〩 〽 −〲µkUδc2〨t〩, 〨〵〮〳〸〩

かつn ≥ 〳で

∂tδcn〨t〩 〽 −nµkUδcn〨t〩, 〨〵〮〳〹〩

である〮 kU > 〰〬 µ > 〰であることを仮定しているため〬 任意のnで

∂t|δcn〨t〩| ≤ 〰, 〨〵〮〴〰〩

かつ

∂t|δcn〨t〩| 〽 〰 ⇔ δcn〨t〩 〽 〰, 〨〵〮〴〱〩
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が示せる〮 よってL〨c||c∗〩 〽
∑

n |δcn〨t〩|と定義した関数は

L〨c||c∗〩 ≥ 〰, 〨〵〮〴〲〩

L〨c||c∗〩 〽 〰 ⇔ c 〽 c∗, 〨〵〮〴〳〩

∂tL〨c||c∗〩 ≤ 〰, 〨〵〮〴〴〩

∂tL〨c||c∗〩 〽 〰 ⇔ c 〽 c∗, 〨〵〮〴〵〩

が成り立つため〬 これはがべちばふのはぶ関数とみなせる〮 すなわちがべちばふのはぶ関数が存在するこ

とから〬 キュムラントの固定点c∗は大域的に漸近安定であることがわかる〮
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〲〰〲〲〮 〱〲〮 〳〱 現在〬 ここまで加筆修正を加えました〮 以後〬 ノーテーションなどが統一

されていない可能性があります〮
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5.2 レート方程式

5.2.1 化学反応とマスター方程式

次に〬 マスター方程式から決定論的な力学系が出てくる別の例として〬 閉じた系の化学

反応における化学物質濃度の時間発展を与えるレート方程式の導出を見ていこう〮

まず〬 次のような化学反応

N∑
i=1

νiρじi

k+
ρ

⇌
k−
ρ

N∑
i=1

κiρじi, 〨〵〮〴〶〩

を考える〮 ここで〬 じiはi番目の分子であり〬 i 〽 〱, ..., Nまで取りうるとする〮 また ρは反

応をラベルする添字であり〬 ρ 〽 〱, ...,Mとする〮 またνiρ〬 κiρはρ番目の反応に関わってく

る数を表現しており〬 非負の整数値をとり化学量論係数と呼ばれる〮 k+ρ 〬 k
−
ρ は反応ρにお

ける反応レートである〮

このノーテーションの具体例として〬 水え2くの反応と二酸化炭素ぃく2の反応が二個ある

ケースを考えてみよう〮

〲え2 〫く2

k+
1

⇌
k−
1

〲え2く 〨〵〮〴〷〩

ぃ 〫 く2

k+
2

⇌
k−
2

ぃく2. 〨〵〮〴〸〩

このときは〬 じ1 〽 え2〬 じ2 〽 く2〬 じ3 〽 え2く〬 じ4 〽 ぃ〬 じ5 〽 ぃく2とすれば〬 ν11 〽 〲〬

ν21 〽 〱〬 ν31 〽 ν41 〽 ν51 〽 〰〬 κ31 〽 〲〬 κ11 〽 κ21 〽 κ41 〽 κ51 〽 〰〬 ν22 〽 〱〬 ν42 〽 〱〬

ν12 〽 ν32 〽 ν52 〽 〰〬 κ52 〽 〱〬 κ12 〽 κ22 〽 κ32 〽 κ42 〽 〰で化学反応を表現することが

できる〮

分子Xiの個数をniとし〬 それぞれの個数に関する離散状態x 〽 〨n1, · · · , nN 〩Tに関する

確率分布をpX〨x〻 t〩とする〮 今〬 ある反応ρが起こった時の粒子の変化をSiρ 〽 κiρ − νiρと

し〬 ベクトル表記として Sρ 〽 〨S1ρ, · · · ,SNρ〩
Tを導入するとマスター方程式は

∂

∂t
pX〨x〻 t〩

〽
∑
ρ

せW+(ρ)〨x|x− Sρ〩pX〨x− Sρ〻 t〩 〫W−(ρ)〨x|x〫 Sρ〩pX〨x〫 Sρ〻 t〩そ

−
∑
ρ

せW+(ρ)〨x〫 Sρ|x〩 〫W−(ρ)〨x− Sρ|x〩そpX〨x〻 t〩, 〨〵〮〴〹〩

と形式的に書ける〮ただしW+(ρ)〨x〫Sρ|x〩は反応ρの順方向で〬 状態xから状態x〫Sρに移

る時の遷移レートであり〬 W−(ρ)〨x− Sρ|x〩は反応ρの逆方向で〬 状態xから状態x− Sρに

移る時の遷移レートである〮 この遷移レートは理想希薄溶液の場合は〬 溶媒を含む全粒子
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の閉じた体積《を導入することで次のように与えられる〮

W+(ρ)〨x|x− Sρ〩 〽 k+ρ 《

N∏
i=1

(
ni − Siρ

《

)νiρ

, 〨〵〮〵〰〩

W+(ρ)〨x〫 Sρ|x〩 〽 k+ρ 《

N∏
i=1

(ni

《

)νiρ

, 〨〵〮〵〱〩

W−(ρ)〨x|x〫 Sρ〩 〽 k−ρ 《

N∏
i=1

(
ni 〫 Siρ

《

)κiρ

, 〨〵〮〵〲〩

W−(ρ)〨x− Sρ|x〩 〽 k−ρ 《

N∏
i=1

(ni

《

)κiρ

. 〨〵〮〵〳〩

5.2.2 システムサイズ展開

希薄溶液に相当するような溶媒を含む全粒子の閉じた体積《が十分大きい状況を

考える〮 粒子数niを溶媒を含む全粒子の閉じた体積《で割った量〬 すなわち濃度であ

るまxi 〽 ni/《や〬 反応ρによる濃度の変化Siρ/《は十分《が大きい状況では〬 連続的な量と

してみなすことができるだろう〮 このように濃度まxi 〽 ni/《を連続的な量とみなしたもと

で〬 マスター方程式をかひちねづひびほきはべちぬ展開のように展開することを考えてみよう〮

まずまx 〽 〨まx1, · · · , まxN 〩Tに関する新たな遷移レートのノーテーションとして〬

W+(ρ)〨x|x− Sρ〩 〽 まw+(ρ)〨まx− Sρ/《〩, 〨〵〮〵〴〩

W+(ρ)〨x〫 Sρ|x〩 〽 まw+(ρ)〨まx〩, 〨〵〮〵〵〩

W−(ρ)〨x|x〫 Sρ〩 〽 まw−(ρ)〨まx〫 Sρ/《〩, 〨〵〮〵〶〩

W−(ρ)〨x− Sρ|x〩 〽 まw−(ρ)〨まx〩, 〨〵〮〵〷〩

とする〮 また今〬 まxに関する確率分布として

pX〨x〻 t〩 〽
〱

《N
PX̃〨まx〻 t〩 〨〵〮〵〸〩

を導入しよう〮 この時確率分布pX〨x〻 t〩の規格化
∑

x pX〨x〻 t〩 〽 〱から∑
x

PX̃〨まx〻 t〩《−N 〽 〱, 〨〵〮〵〹〩

を満たす〮 ここで《が十分大きいとして《−Nをdまx〬
∑

x を
∫
と読み替えることで〬

式〨〵〮〵〹〩は連続状態まxに関する確率分布PX̃〨まx〻 t〩の規格化∫
dまxPX̃〨まx〻 t〩 〽 〱, 〨〵〮〶〰〩

のようにみなすことができる〮

このとき〬 マスター方程式は次のように書き直すことができる〮

∂

∂t
PX̃〨まx〻 t〩

〽
∑
ρ

せ まw+(ρ)〨まx− Sρ/《〩PX̃〨まx− Sρ/《〻 t〩 〫 まw−(ρ)〨まx〫 Sρ/《〩PX̃〨まx〫 Sρ/《〻 t〩そ

−
∑
ρ

せ まw+(ρ)〨まx〩 〫 まw−(ρ)〨まx〩そPX̃〨まx〻 t〩, 〨〵〮〶〱〩
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ここでSρ/《に関して次のようなごちべぬはひ展開

まw+(ρ)〨まx− Sρ/《〩PX̃〨まx− Sρ/《〻 t〩− まw+(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩

〽

∞∑
k=1

∑
m1,··· ,mN |

∑
i mi=k

[
N∏
i=1

〱

mi〡

(
−Siρ

《

)mi

〨∂x̃i
〩mi

]
せ まw+(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩そ,〨〵〮〶〲〩

まw−(ρ)〨まx〫 Sρ/《〩PX̃〨まx〫 Sρ/《〻 t〩− まw−(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩

〽

∞∑
k=1

∑
m1,··· ,mN |

∑
i mi=k

[
N∏
i=1

〱

mi〡

(
Siρ
《

)mi

〨∂x̃i〩
mi

]
せ まw−(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩そ, 〨〵〮〶〳〩

を行うと〬 マスター方程式は形式的に

∂

∂t
PX̃〨まx〻 t〩

〽
∑
ρ

∞∑
k=1

∑
m1,··· ,mN |

∑
i mi=k

[
N∏
i=1

〱

mi〡

(
−Siρ

《

)mi

〨∂x̃i
〩mi

]
せ まw+(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩そ

〫
∑
ρ

∞∑
k=1

∑
m1,··· ,mN |

∑
i mi=k

[
N∏
i=1

〱

mi〡

(
Siρ
《

)mi

〨∂x̃i
〩mi

]
せ まw−(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩そ,〨〵〮〶〴〩

と偏微分方程式の形にかける〮 このような溶媒を含む全粒子の閉じた体積《というシステ

ムのサイズに関する量で展開するやり方をシステムサイズ展開という〮 今〬 《が十分大きい

として〬 〱/《の最低次までで近似すると〬

∂

∂t
PX̃〨まx〻 t〩 〽

∑
ρ

∑
i

[(
−Siρ

《

)
〨∂x̃i〩

]
せ まw+(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩そ

〫
∑
ρ

∑
i

[(
Siρ
《

)
〨∂x̃i

〩

]
せ まw−(ρ)〨まx〩PX̃〨まx〻 t〩そ

〽 −
∑
ρ

∑
i

∂x̃i

[
Siρ

まw+(ρ)〨まx〩− まw−(ρ)〨まx〩

《
PX̃〨まx〻 t〩

]
, 〨〵〮〶〵〩

が得られる〮 また〬 〨〱/《〩2の寄与まで考えると〬

∂

∂t
PX̃〨まx〻 t〩 〽 −

∑
ρ

∑
i

∂x̃i

[
Siρ

まw+(ρ)〨まx〩− まw−(ρ)〨まx〩

《
PX̃〨まx〻 t〩

]

〫
〱

〲

∑
ρ

∑
i,j

〨∂x̃i〩〨∂x̃j 〩

[
SiρSjρ

まw+(ρ)〨まx〩 〫 まw−(ρ)〨まx〩

《2
PX̃〨まx〻 t〩

]
, 〨〵〮〶〶〩

が得られる〮 この式はっとづねどっちぬ うはににづひほぐぬちのっに方程式と呼ばれ〬 対応するがちのでづぶどの方程式

はっとづねどっちぬ がちのでづぶどの方程式と呼ばれることがある〮

5.2.3 レート方程式

うはににづひほぐぬちのっに方程式からがちのでづぶどの方程式への対応物を作ったのと同様の議論を用い

ることで〬 まxiに関する時間発展を考えることが可能である〮 っとづねどっちぬ うはににづひほぐぬちのっに方程

式〨〵〮〶〶〩に対応したっとづねどっちぬ がちのでづぶどの方程式をまず考えてみよう〮 ノイズの分散に関する

項は理想希薄溶液の遷移レートに対しては

SiρSjρ
まw+(ρ)〨まx〩 〫 まw−(ρ)〨まx〩

《2
〽 O〨〱/《〩 〨〵〮〶〷〩
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であることからっとづねどっちぬ がちのでづぶどの方程式における白色ぇちふびびどちのノイズの共分散が

式〨〵〮〶〷〩に比例した形で与えられるため〬 式〨〵〮〶〶〩に対応したっとづねどっちぬ がちのでづぶどの方程式は

dまxi

dt
〽
∑
ρ

Siρ
まw+(ρ)〨まx〩− まw−(ρ)〨まx〩

《
〫O〨〱/《〩 · ξi, 〨〵〮〶〸〩

のようなO〨〱/《〩のオーダーのノイズO〨〱/《〩 · ξiがあるがちのでづぶどの方程式になる〮 今《 →
∞の極限では〬ノイズの項O〨〱/《〩·ξiが〰になる極限に相当していると考えると〬 《 → ∞の
極限で主要な寄与は

dまxi

dt
〽
∑
ρ

Siρ
まw+(ρ)〨まx〩− まw−(ρ)〨まx〩

《
, 〨〵〮〶〹〩

という決定論的な常微分方程式に相当する〮 この常微分方程式は式〨〵〮〶〵〩をがどはふぶどぬぬづ方程

式だとみなしたときに〬 そのがどはふぶどぬぬづ方程式に対応する常微分方程式となっている〮 ここ

に理想希薄溶液の遷移レートを代入すると〬

dまxi

dt
〽
∑
ρ

Siρ

[
k+ρ

N∏
i=1

〨まxi〩
νiρ − k−ρ

N∏
i=1

〨まxi〩
κiρ

]
, 〨〵〮〷〰〩

が得られる〮 この式はレート方程式と呼ばれており〬 理想希薄溶液の化学物質の濃度の時

間発展を与えるとされている〮 このレート方程式は〬 非線形な常微分方程式である〮 このよ

うにマスター方程式は線形な力学系であっても〬 近似を行っていくことで非線形な力学系

が現れることがある〮

また〬 〱/《の最低次で近似する前のマスター方程式〨〵〮〶〴〩に対して〬 〱次のモーメントで

ある期待値⟨まxi⟩PX̃
に関する時間発展を考えると

d⟨まxi⟩PX̃

dt
〽

∫
dまxまxi

∂

∂t
PX̃〨まx〻 t〩

〽
∑
ρ

∫
dまx〨∂x̃i まxi〩

[
Siρ

まw+(ρ)〨まx〩− まw−(ρ)〨まx〩

《
PX̃〨まx〻 t〩

]
〨〵〮〷〱〩

〽
∑
ρ

Siρ

[
k+ρ ⟨

N∏
i=1

まx
νiρ

i ⟩PX̃
− k−ρ ⟨

N∏
i=1

まx
κiρ

i ⟩PX̃

]
, 〨〵〮〷〲〩

と計算できる〮 ただし〬 PX̃〨まx〻 t〩が無限遠で寄与が〰になることを仮定した上で部分積分

を行い〬 この部分積分によって〲階以上の偏微分が含まれている〱/《の二次以降の寄与

が消えることを用いている〮 この式からわかるように〬 厳密に取り扱うと〱次のモーメン

ト⟨まxi⟩pX̃
の時間発展は高次のモーメントである⟨

∏N
i=1 まx

νiρ

i ⟩pX̃
や⟨
∏N

i=1 まx
κiρ

i ⟩pX̃
の線形な

常微分方程式になっていることがわかる〮 この常微分方程式から〱次のモーメントの時間

発展を正しく求めるには〬 高次のモーメントの時間発展まで連立して求めてやらなければ

ならない〮

最後にレート方程式と〬 正しい〱次のモーメントの時間発展を比較してみよう〮 もしも高

次のモーメントに対して

⟨
N∏
i=1

まxki
i ⟩PX̃

≃
N∏
i=1

〨⟨まxi⟩PX̃
〩ki 〨〵〮〷〳〩
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という近似を行っていると考えると〬 式〨〵〮〷〲〩はレート方程式〨〵〮〷〰〩と同一視可能である〮

すなわちレート方程式は濃度の期待値⟨まxi⟩PX̃
の時間発展の振る舞いについて〬 高次のモー

メントを〱次のモーメントの積で近似的に表現したものとみなせるだろう〮

5.3 化学熱力学と平衡状態の安定性

5.3.1 平衡状態とエントロピー生成率

ゆらぎの熱力学と同様の議論をレート方程式で記述される化学反応について導入し〬 レ

ート方程式に関する熱力学〬 すなわち化学熱力学を考えていこう〮　まず〬 レート方程式を

dまxi

dt
〽
∑
ρ

Siρ
[
Jchem+
ρ 〨まx〩− Jchem−

ρ 〨まx〩
]
, 〨〵〮〷〴〩

Jchem+
ρ 〨まx〩 〽 k+ρ

N∏
i=1

〨まxi〩
νiρ , 〨〵〮〷〵〩

Jchem−
ρ 〨まx〩 〽 k−ρ

N∏
i=1

〨まxi〩
κiρ , 〨〵〮〷〶〩

のように表記をしてみよう〮 このときこの力学系の固定点まxssは〬∑
ρ

Siρ
[
Jchem+
ρ 〨まxss〩− Jchem−

ρ 〨まxss〩
]
〽 〰, 〨〵〮〷〷〩

を〬 任意のiで満たす必要がある〮 これは非線形方程式なので〬 固定点は一般には複数存在

する〮

もし〬 固定点のなかで任意のρに対して

Jchem+
ρ 〨まxss〩 〽 Jchem−

ρ 〨まxss〩, 〨〵〮〷〸〩

を満たす点まxss 〽 まxeqがあるとする〮 この点まxeqを平衡状態での濃度とよぼう〮 この式

はマスター方程式の詳細釣り合い条件とのアナロジーになっている〮 また〬 具体的

にJchem+
ρ 〨まxeq〩とJchem−

ρ 〨まxeq〩を代入すると〬 式〨〵〮〷〸〩は

N∏
i=1

〨まxeq
i 〩Siρ 〽

k+ρ

k−ρ
, 〨〵〮〷〹〩

のようにかける〮 この式は〬 平衡状態の濃度に関する積が定数k+ρ /k
−
ρ で与えられることを

意味する式であり〬 質量作用の法則と呼ばれている〮

マスター方程式の時のアナロジーにより〬 レート方程式において平衡状態で〰を与える

熱力学的な流れJchem
ρ 〨まx〩と熱力学的な力F chem

ρ 〨まx〩を

Jchem
ρ 〨まx〩 〽 Jchem+

ρ 〨まx〩− Jchem−
ρ 〨まx〩, 〨〵〮〸〰〩

F chem
ρ 〨まx〩 〽 ぬの

Jchem+
ρ 〨まx〩

Jchem−
ρ 〨まx〩

, 〨〵〮〸〱〩

と定義しよう〮 定義よりJchem
ρ 〨まx〩とF chem

ρ 〨まx〩は同符号であり〬　Jchem
ρ 〨まxeq〩 〽

F chem
ρ 〨まxeq〩 〽 〰である〮
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同様にレート方程式が記述する化学反応におけるエントロピー生成率σchem〨まx〩を

σchem〨まx〩 〽
∑
ρ

Jchem
ρ 〨まx〩F chem

ρ 〨まx〩, 〨〵〮〸〲〩

で定義する〮 この量は非負

σchem〨まx〩 ≥ 〰, 〨〵〮〸〳〩

でありこれは熱力学第二法則に相当する〮 また〬 σchem〨まx〩 〽 〰となるのは質量作用の法則

を満たす平衡状態まx 〽 まxeqであることがわかる〮

5.3.2 Kullback-Leiblerダイバージェンスの一般化とエントロピー生成率

この化学熱力学におけるエントロピー生成率が〬 平衡状態まxeqの存在を仮定したときに〬

ある種のがべちばふのはぶ関数を用いて書き表すことができることを見ていこう〮

そのために以下のかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの一般化Df 〨まx||まy〩を導入しよう〮

Df 〨まx||まy〩 〽
∑
i

(
まxi ぬの

まxi

まyi
〫 まyi − まxi

)
〨〵〮〸〴〩

〽
∑
i

まxif

(
まyi
まxi

)
. 〨〵〮〸〵〩

f〨x〩 〽 x− ぬのx− 〱. 〨〵〮〸〶〩

この時f〨x〩は下に凸な関数であり〬 f〨〱〩 〽 〰を満たすような下に凸な関数で式〨〵〮〸〵〩の

形で書けるものはf 〭ダイバージェンスと呼ばれており〬 特に今回のように∂xf〨x〩|x=1 〽

〰と 〨∂x〩
2f〨x〩

∣∣
x=1

〽 〱を満たすような下に凸関数な関数f〨x〩を用いたものは標準f 〭ダイ

バージェンスと呼ばれている〮もしもこのまxiとまyiが確率分布の規格化
∑

i まxi 〽
∑

i まyi 〽 〱を

満たす場合はDf 〨まx||まy〩 〽 DKL〨まx||まy〩とかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスに一致する〮

この一般化が有用なのは〬 確率分布の規格化
∑

i まxi 〽
∑

i まyi 〽 〱を満たさない場合でも〬

正値性まxi ≥ 〰〬 まyi ≥ 〰があれば かふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスと同じような非負性

Df 〨まx||まy〩 ≥ 〰, 〨〵〮〸〷〩

や等号達成条件

Df 〨まx||まy〩 〽 〰 ⇔ まx 〽 まy, 〨〵〮〸〸〩

を満たしてくれるところにある〮 これを示すにはx ≥ 〰で

f〨x〩 ≥ 〰, 〨〵〮〸〹〩

f〨x〩 〽 〰,⇔ x 〽 〱, 〨〵〮〹〰〩

を満たしていることを確認すればよい〮　実際〬 f〨〱〩 〽 〰〬 ∂xf〨x〩 〽 〱−〱/x〬 ∂xf〨x〩|x=1 〽

〰〬 〨∂x〩
2f〨x〩 〽 〱/〨x2〩 > 〰のようにして確かめることができる〮

実はこのかふぬぬぢちっに〭がづどぢぬづひダイバージェンスの一般化を用いると〬 ゆらぎの熱力学のと

きと同様に

σchem〨まx〩 〽 − d

dt
Df 〨まx||まxeq〩, 〨〵〮〹〱〩
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を示すことができる〮 実際〬 dまxeq
i /dt 〽 〰と〬 質量作用の法則である式〨〵〮〷〹〩を用いて計算

すると〬

− d

dt
Df 〨まx||まxeq〩 〽 −

∑
i

(
dまxi

dt
ぬの

まxi

まxeq
i

〫
dまxi

dt
− dまxi

dt

)
〽 −

∑
ρ

∑
i

Siρ
[
Jchem+
ρ 〨まx〩− Jchem−

ρ 〨まx〩
]
ぬの

まxi

まxeq
i

〽
∑
ρ

[
Jchem+
ρ 〨まx〩− Jchem−

ρ 〨まx〩
]
ぬの

[∏
i

(
まxi

まxeq
i

)−Siρ
]

〽
∑
ρ

[
Jchem+
ρ 〨まx〩− Jchem−

ρ 〨まx〩
]
ぬの

[∏
i

k+ρ

k−ρ

〨まxi〩
νiρ

〨まxi〩κiρ

]

〽
∑
ρ

[
Jchem+
ρ 〨まx〩− Jchem−

ρ 〨まx〩
]
ぬの

Jchem+
ρ 〨まx〩

Jchem−
ρ 〨まx〩

〽
∑
ρ

Jchem
ρ 〨まx〩F chem

ρ 〨まx〩

〽 σchem〨まx〩, 〨〵〮〹〲〩

のように確かめられた〮

もしも平衡状態まxeqが一意に定まる時には〬 熱力学第二法則σchem〨まx〩 ≥ 〰より

d

dt
Df 〨まx||まxeq〩 ≤ 〰, 〨〵〮〹〳〩

かつ〬 その等号達成条件から

d

dt
Df 〨まx||まxeq〩 〽 〰 ⇔ まx 〽 まxeq, 〨〵〮〹〴〩

が得られる〮 これと式〨〵〮〸〷〩〬 〨〵〮〸〸〩より

Df 〨まx||まxeq〩 ≥ 〰, 〨〵〮〹〵〩

Df 〨まx||まxeq〩 〽 〰 ⇔ まx 〽 まxeq, 〨〵〮〹〶〩

であるため〬 Df 〨まx||まxeq〩はがべちばふのはぶ関数となっている〮 このがべちばふのはぶ関数の存在から〬

固定点としての平衡状態まxeqは大域的に漸近安定であることを意味している〮

5.4 非線形性と不安定な固定点

5.4.1 レート方程式における不安定な固定点の例

レート方程式には複数固定点が存在している〮 このような固定点のうち〬 質量作用の法

則を満たさないような平衡状態でない固定点を考えることができるだろう〮 この固定点は

一般には安定であるとは限らない〮 その具体例として〬 次のような自己触媒反応を考えて

みよう〮

じ1 〫じ2

k+
1

⇌
k−
1

〲じ1. 〨〵〮〹〷〩
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このとき〬 レート方程式は

dまx1

dt
〽 k+1 まx1まx2 − k−1 〨まx1〩

2, 〨〵〮〹〸〩

dまx2

dt
〽 −k+1 まx1まx2 〫 k−1 〨まx1〩

2, 〨〵〮〹〹〩

で与えられる〮 このとき〬

d

dt
〨まx1 〫 まx2〩 〽 〰, 〨〵〮〱〰〰〩

より保存量として

まx1 〫 まx2 〽 まxtot, 〨〵〮〱〰〱〩

を導入しよう〮 ここでまxtot > 〰であることを仮定しておこう〮 このとき固定点としては

まxss 〽

(
まxss
1

まxss
2

)
〽

 k+
1

k+
1 +k−

1

まxtot

k−
1

k+
1 +k−

1

まxtot

 , 〨〵〮〱〰〲〩

と

まxss∗ 〽

(
まxss∗
1

まxss∗
2

)
〽

(
〰

まxtot

)
, 〨〵〮〱〰〳〩

を考えることができる〮 ここで最初の固定点まxssについては〬

まxss
1

まxss
2

〽
k+1
k−1

, 〨〵〮〱〰〴〩

と質量作用の法則を満たすため〬 平衡状態である〮 一方で固定点まxss∗は質量作用の法則を

満たさない〮

この固定点まxss∗が安定でないことを直接確かめよう〮 すなわち〬 δまx∗ 〽 まx − まxss∗に関す

る時間発展をみると〬

dδまx∗
1

dt
〽 −dδまx∗

2

dt
〽 k+1 δまx

∗
1〨まxtot − δまx∗

1〩− k−1 〨δまx
∗
1〩

2, 〨〵〮〱〰〵〩

より〬微小な正の値ϵ > 〰でδまx∗
1 〽 ϵが与えられるとき〬 d|δまx∗

1|/dt 〽 k+1 まxtotϵ〫O〨ϵ2〩 > 〰と

なり〬 固定点まxss∗が安定でないことがわかる〮

同様に平衡な固定点まxssが安定であることも直接確かめられる〮すなわち〬 δまx 〽 まx−まxssに

関する時間発展をみると〬

dδまx1

dt
〽 −dδまx2

dt
〽 k+1 まx1〨まx

ss
2 − δまx1〩− k−1 〨δまx1 〫 まxss

1 〩まx1

〽 −〨k+1 〫 k−1 〩〨δまx1〩まx1

〽 〨k+1 〫 k−1 〩〨δまx2〩まx1 〨〵〮〱〰〶〩

であるため〬 まx1 ≥ 〰よりd|δまx1|/dt < 〰〬 d|δまx2|/dt < 〰が示せるため〬 平衡な固定点まxssは大

域的に安定であることが示せた〮
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5.4.2 線形安定性解析

力学系

dy

dt
〽 f〨y〩. 〨〵〮〱〰〷〩

におけるf〨y∗〩 〽 〰となる固定点y∗が不安定かどうかを確かめるだけならば〬 局所的な安

定性を考えるだけでも事足りる〮 つまり〬 微小なδy 〽 y−y∗を考え〬 〱次までのごちべぬはひ展開

dδy

dt
〽 J〨y∗〩δy 〫O〨|δy|2〩, 〨〵〮〱〰〸〩

Jij〨y
∗〩 〽 ∂yjfi〨y〩

∣∣
y=y∗ 〨〵〮〱〰〹〩

を考えた際に〬 ヤコビ行列J〨y∗〩の固有値の実部が全て負であればδyが微小な範囲内で固

定点y∗は局所的に漸近安定である〬 すなわちt → ∞でδy → 〰であると言える〮 逆にヤ

コビ行列J〨y∗〩の固有値が正のものがあれば〬 t → ∞で固定点y∗に漸近しないため〬 固定

点y∗は不安定である〮 このように固定点周りでのヤコビ行列を用いて固定点の安定性を調

べるやり方を線形安定性解析という〮

実際に先程の自己触媒反応の例で線形安定性解析を行ってみよう〮 自己触媒反応のレー

ト方程式は保存則まxtot 〽 まx1 〫 まx2を用いると一次元の常微分方程式

dまx1

dt
〽 k+1 まx1〨まxtot − まx1〩− k−1 〨まx1〩

2 〺〽 f1〨まx1〩, 〨〵〮〱〱〰〩

で記述されるため〬

J11〨まx1〩 〽 k+1 まxtot − 〲〨k+1 〫 k−1 〩まx1, 〨〵〮〱〱〱〩

より〬 J〨まx1〩は〱 × 〱行列であるためその固有値はJ11〨まx1〩の値そのものであり〬 固定点まxss〬

まxss∗における値の正負は

J11〨まx
ss
1 〩 〽 −k+1 まxtot < 〰, 〨〵〮〱〱〲〩

J11〨まx
ss∗
1 〩 〽 k+1 まxtot > 〰, 〨〵〮〱〱〳〩

となる〮 よってここから平衡な固定点まxssは局所的に安定であるのに対して〬 固定点まxss∗は

安定でないことが示せた〮

5.5 非線型性と分岐

5.5.1 分岐と標準形

これまで化学反応における非線形性と固定点の安定性について議論を行なってきた〮 た

とえマスター方程式が確率分布に対する力学系として線形であっても〬 濃度のような粗視

化したパラメータに注目した場合にはレート方程式のような非線形性な力学系が現れる

ことになり〬 不安定な固定点が出現することをみた〮 またレート方程式においては平衡状

態という安定な固定点が存在していたが〬 例えばケモスタットのように外部から化学物質

を流入・流出させることを考えた場合は〬 非線形性な力学系の形は変更を受け〬 平衡状態

という安定な固定点は消失しうる〮 このような固定点の性質の定性的な変化を扱う理論
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である分岐理論について以下議論しよう〮 また分岐理論については〬 標準的な入門書とし

てこぴひはでちぴぺの教科書 せ〱〲そがよく読まれている〮

あるコントロール可能なパラメータのセットλに依存した力学系

dy

dt
〽 fλ〨y〩. 〨〵〮〱〱〴〩

に関する

fλ〨y
∗〩 〽 〰 〨〵〮〱〱〵〩

を満たす固定点y∗は〬 一般にパラメータのセットλに依存しうる〮 パラメータのセットλを

変化させた時に〬 固定点の定性的な性質が変化する現象を分岐と呼び〮 これを議論する枠

組みは分岐理論と呼ばれている〮

特に局所的な安定性を議論する場合〬 固定点y∗の近傍だけを考えることが可能である〮

このような局所的な安定性を議論するようなものを局所な分岐理論と呼ぶ〮 固定点を

原点近傍に取るような座標変換をしたあと原点周りでのテイラー展開を考え〬 高次の寄

与O〨|y|n〩を無視することで〬 力学系がどのような形で記述されるかで分岐の性質で分類

することができる〮 このような分類された常微分方程式は標準形と呼ばれている〮

例えば〬 実数を取る〱次元の状態〨y1 〽 x ∈ R〩かつ〬 実数のパラメータの数が〱つ〨λ1 〽

λ ∈ R〩の場合は〬 主に次のような標準形が考察される

dx

dt
〽 λ− x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〱〶〩

dx

dt
〽 λx− x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〱〷〩

dx

dt
〽 λx− x3 〫O〨x4〩. 〨〵〮〱〱〸〩

また

dx

dt
〽 λ〫 x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〱〹〩

dx

dt
〽 λx〫 x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〲〰〩

dx

dt
〽 λx〫 x3 〫O〨x4〩. 〨〵〮〱〲〱〩

のように符号を入れ替えたものも同様に標準形として考察される〮 また〬 高次の発散を防

ぐために例えば

dx

dt
〽 λx〫 x3 − x5 〫O〨x6〩. 〨〵〮〱〲〲〩

のようなものを標準形として採用することがある〮

また〲次元〨y1 〽 x ∈ R, y2 〽 y ∈ R〩の場合に〬 複素数表記z 〽 x〫 iyを用いた

dz

dt
〽 〨λ〫 i〩z − z|z|2 〫O〨|z|4〩, 〨〵〮〱〲〳〩

もしくは

dz

dt
〽 〨λ〫 i〩z 〫 z|z|2 〫O〨|z|4〩, 〨〵〮〱〲〴〩
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という標準形を考えることがある〮 これらの標準形は二次元の力学系と明示的に書くと〬

dx

dt
〽 λx− y − x〨x2 〫 y2〩 〫O〨|y|4〩, 〨〵〮〱〲〵〩

dy

dt
〽 λy 〫 x− y〨x2 〫 y2〩 〫O〨|y|4〩, 〨〵〮〱〲〶〩

もしくは

dx

dt
〽 λx− y 〫 x〨x2 〫 y2〩 〫O〨|y|4〩, 〨〵〮〱〲〷〩

dy

dt
〽 λy 〫 x〫 y〨x2 〫 y2〩 〫O〨|y|4〩, 〨〵〮〱〲〸〩

となる〮

これらの標準形を用いて〬 複数ある固定点が一つのパラメータλの変化によってどのよ

うに性質が変わるかを議論する理論は〬 特に余次元〱の局所な分岐理論と呼ばれている〮 こ

こで余次元とはパラメーターの次元のことである〮 この余次元〱の局所な分岐理論につい

て〬 それぞれの標準形の状況を以下議論していこう〮

5.5.2 サドルノード分岐

サドルノード分岐の標準形は

dx

dt
〽 λ− x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〲〹〩

もしくは

dx

dt
〽 λ〫 x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〳〰〩

で与えられる〮

まずはO〨x3〩を無視した

dx

dt
〽 λ− x2 〺〽 fλ〨x〩, 〨〵〮〱〳〱〩

についてみていこう〮 この標準形においてfλ〨x
(i)∗〩 〽 〰を満たす固定点x(i)∗をパラメー

タλの条件で分類する〮 λ > 〰の時は固定点は〲つ存在し〬 x(1)∗ 〽
√
λとx(2)∗ 〽 −

√
λで与え

られる〮 またλ 〽 〰の時は固定点は〱つになりx(1)∗ 〽 〰〬 またλ < 〰の時はfλ〨x
(i)∗〩 〽 〰は

実数解を持たず〬 固定点は存在しない〮 また安定性は〬

J11〨x〩 〽 ∂xfλ〨x〩 〽 −〲x, 〨〵〮〱〳〲〩

より〬 λ > 〰ではJ11〨x
(1)∗〩 < 〰より固定点x(1)∗は安定〬 J11〨x

(2)∗〩 > 〰より固定点x(2)∗は

不安定である〮 また λ 〽 〰のときは〬 J11〨x
(1)∗〩 〽 〰であり〬　xが正ならば固定点に近づく

がxが負ならば固定点から離れていくためこのような固定点x(1)∗の安定性は半安定と呼ぶ〮

パラメータλを負の領域から正の領域に連続的に変化させると〬 固定点が存在しない状

況からまず半安定な固定点が一つできた後〬 その固定点が二つの安定な固定点と不安定な

固定点に分かれる〮 また安定な固定点をノード〬 不安定な固定点をサドルとみなして〬 この

ような分岐をサドルノード分岐と呼ぶ〮 また固定点がない状況からいきなり固定点が出現

することを青天の霹靂になぞらえて〬 サドルノード分岐はブルースカイ分岐と呼ばれるこ

ともある〮
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符号を入れ替えた標準形である

dx

dt
〽 λ〫 x2 〺〽 fλ〨x〩, 〨〵〮〱〳〳〩

に関しても〬 同様のサドルノード分岐が発生する〨O〨x3〩を無視している〩〮 ただし〬

fλ〨x
(i)∗〩 〽 〰を満たす固定点x(i)∗については〬 λ < 〰の時は〲つ存在し〬 x(1)∗ 〽

√
−λは

不安定な固定点であり〬 x(2)∗ 〽 −
√
−λは安定な固定点である〮 またλ 〽 〰の時は固定点

は〱つになりx(1)∗ 〽 〰であり〬 xが負ならば固定点に近づくがxが正ならば固定点から離れ

るため半安定である〮 またλ > 〰の時は固定点を持たない〮

また分岐を直感的に理解するためにポテンシャル描像を導入することがある〮 つまり〬

dx

dt
〽 −∂xU〨x〩, 〨〵〮〱〳〴〩

と標準形をポテンシャルU〨x〩で記述するとすると〬 式〨〵〮〱〳〱〩のサドルノード分岐の標準

形は

U〨x〩 〽
〱

〳
x3 − λx〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〳〵〩

式〨〵〮〱〳〳〩のサドルノード分岐の標準形は

U〨x〩 〽 −〱

〳
x3 − λx〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〳〶〩

で表現される〮 この時〬 固定点x(i)∗は∂xU〨x(i)∗〩 〽 〰を満たすポテンシャルの極値であり〬

安定な固定点は〨∂x〩
2U〨x(i)∗〩 > 〰を満たすポテンシャルの極小値である谷であり〬 不安定

な固定点は〨∂x〩
2U〨x(i)∗〩 < 〰を満たすポテンシャルの極大値である山になっている〮 例え

ば式〨〵〮〱〳〵〩のポテンシャルを用いたサドルノード分岐の場合〬 パラメータλを正の値から

負の値に変えていくことで〬 二つあったポテンシャルの山と谷が一つに合流して〬 極値が

消失する様子を見て取ることができるだろう〮

また〬 二つの標準形については二つのポテンシャルの式〨〵〮〱〳〵〩と式〨〵〮〱〳〶〩を比較する

と〬 x → −x〬 λ → −λとする変換によって互いに変換可能である〮 よって〬 二つの標準形

は空間とパラメータの取り方を変えることで〬 同じ分岐の振る舞いを示すことがわかる〮

5.5.3 トランスクリティカル分岐

トランスクリティカル分岐の標準形は

dx

dt
〽 λx− x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〳〷〩

もしくは

dx

dt
〽 λx〫 x2 〫O〨x3〩, 〨〵〮〱〳〸〩

で与えられる〮

まずはO〨x3〩を無視した式〨〵〮〱〳〷〩のトランスクリティカル分岐の標準形

dx

dt
〽 λx− x2 〺〽 fλ〨x〩, 〨〵〮〱〳〹〩
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についてみていこう〮 この標準形においてfλ〨x
(i)∗〩 〽 〰を満たす固定点x(i)∗はλ ̸〽 〰なら

ば二つ存在し〬 x(1)∗ 〽 〰とx(2)∗ 〽 λである〮 またλ 〽 〰ならば固定点はx(1)∗ 〽 〰の一つに

なる〮 また〬 安定性については

J11〨x〩 〽 ∂xfλ〨x〩 〽 λ− 〲x, 〨〵〮〱〴〰〩

より〬

J11〨x
(1)∗〩 〽 λ, 〨〵〮〱〴〱〩

J11〨x
(2)∗〩 〽 −λ, 〨〵〮〱〴〲〩

となる〮 よって〬 二つの固定点の安定性がλの値によって変わることがわかる〮 まずλ > 〰の

場合は〬 固定点x(1)∗は不安定〬 固定点x(2)∗は安定になるのに対して〬 λ < 〰の場合は〬 固定

点x(1)∗は安定〬 固定点x(2)∗は不安定になる〮 λ 〽 〰の時は固定点x(1)∗はxが正の時固定点

に近づきxが負の時固定点から遠ざかるため半安定である〮 このようにλによって固定点の

安定性が変化〨トランス〩する分岐であるため〬 トランスクリティカル分岐と呼ばれている〮

また〬 ポテンシャル描像では〬

U〨x〩 〽
〱

〳
x3 − 〱

〲
λx2 〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〴〳〩

でかけ〬 この形から直感的にトランスクリティカル分岐が起こることも理解できる〮

またO〨x3〩を無視した式〨〵〮〱〳〸〩のトランスクリティカル分岐の標準形

dx

dt
〽 λx〫 x2 〺〽 fλ〨x〩, 〨〵〮〱〴〴〩

についても同様である〮 この場合も〬 fλ〨x
(i)∗〩 〽 〰を満たす固定点x(i)∗はλ ̸〽 〰ならば二つ

存在し〬 x(1)∗ 〽 〰とx(2)∗ 〽 −λである〮 またλ 〽 〰ならば固定点はx(1)∗ 〽 〰の一つになる〮

また〬 安定性については

J11〨x〩 〽 ∂xfλ〨x〩 〽 λ〫 〲x, 〨〵〮〱〴〵〩

より〬

J11〨x
(1)∗〩 〽 λ, 〨〵〮〱〴〶〩

J11〨x
(2)∗〩 〽 −λ, 〨〵〮〱〴〷〩

となる〮 よって〬 同様にλ > 〰の場合は〬 固定点x(1)∗は不安定〬 固定点x(2)∗は安定になるの

に対して〬 λ < 〰の場合は〬 固定点x(1)∗は安定〬 固定点x(2)∗は不安定になる〮 またλ 〽 〰の

時は固定点x(1)∗はxが正の時固定点から遠ざかり〬 xが負の時固定点に近づくため半安定で

ある〮 また〬 ポテンシャル描像では〬

U〨x〩 〽 −〱

〳
x3 − 〱

〲
λx2 〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〴〸〩

となる〮

また二つの標準形について〬 二つのポテンシャルの式〨〵〮〱〴〳〩と式〨〵〮〱〴〸〩を比較すると〬

x → −x〬 λ → λとする変換で互いに変換可能である〮 よって〬 二つの標準形は空間の取り

方を変えることで〬 同じ分岐の振る舞いを示すことがわかる〮
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ちなみに自己触媒反応のレート方程式は

dまx1

dt
〽 k+1 まxtotまx1 − 〨k−1 〫 k+1 〩〨まx1〩

2, 〨〵〮〱〴〹〩

より〬 x 〽 〨k−1 〫 k+1 〩まx1〬 λ 〽 k+1 まxtot という変数変換をすると〬 式〨〵〮〱〳〷〩のトランスクリ

ティカル分岐の標準形になる〮 ただし〬 λは常に正の値を保つため〮 トランスクリティカル

分岐は起きない〮 このように標準形でかけたとしても〬 分岐が起きるパラメータが実現さ

れるとは限らない〮

5.5.4 ピッチフォーク分岐

次にピッチフォーク分岐の標準形

dx

dt
〽 λx− x3 〫O〨x4〩., 〨〵〮〱〵〰〩

もしくは

dx

dt
〽 λx〫 x3 〫O〨x4〩., 〨〵〮〱〵〱〩

を考えていこう〮 この二つはポテンシャル描像を用いると〬 それぞれ

U〨x〩 〽
〱

〴
x4 − 〱

〲
λx2 〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〵〲〩

と

U〨x〩 〽 −〱

〴
x4 − 〱

〲
λx2 〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〵〳〩

のポテンシャルで記述される〮 このポテンシャルを見るとわかるように〬 λやxの変換を行

っても〬 片方のポテンシャルからもう片方のポテンシャルへの変換が不可能である。よっ

てこの二つの標準形は本質的に異なる分岐の振る舞いをする〮 この両者を区別するために

前者の標準形〨〵〮〱〵〰〩をスーパークリティカル〨超臨界〩なピッチフォーク分岐の標準形と

いい〬 後者の標準形〨〵〮〱〵〱〩をサブクリティカル〨亜臨界〩なピッチフォーク分岐の標準形と

いう〮 また〬 ポテンシャルの形がx → −xの変換に対して不変であることが見てとることが

できるだろう〮 よってこのピッチフォーク分岐は状態xに対する反転対称性がある系でよ

くみられるとされている〮

まず〬 前者のスーパークリティカルなピッチフォーク分岐の標準形〨〵〮〱〵〰〩について考え

ていこう〮 この標準形

dx

dt
〽 λx− x3 〺〽 fλ〨x〩, 〨〵〮〱〵〴〩

でfλ〨x
(i)∗〩 〽 〰を満たす固定点x(i)∗は〬 まずx(1)∗ 〽 〰である〮 また〬 λ > 〰の時はさら

に〲つ存在して〬 x(2)∗ 〽
√
λとx(3)∗ 〽 −

√
λが固定点になる〮 また〬 安定性については

J11〨x〩 〽 ∂xfλ〨x〩 〽 λ− 〳x2, 〨〵〮〱〵〵〩

より〬 固定点x(1)∗についてはJ11〨x
(1)∗〩 〽 λよりλ < 〰の時は安定であるのに対してλ >

〰では不安定になる〮 また〬 λ 〽 〰のときは線形安定性解析の範囲ではJ11〨x
(1)∗〩 〽 〰となっ

てしまうが〬 元の標準形からλ 〽 〰のときd|x|/dt < 〰が言えるためx(1)∗ 〽 〰の固定点は安
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定であると言える〮 またλ > 〰のとき固定点x(2)∗はJ11〨x
(2)∗〩 〽 −〲λより安定〬 λ > 〰のと

き固定点x(3)∗はJ11〨x
(2)∗〩 〽 −〲λより安定である〮 よって〬 スーパークリティカルなピッ

チフォーク分岐はλ < 〰のときは原点に安定な固定点が一つあるが〬 λ > 〰となるときに

原点の固定点が不安定化して〬 二つの安定な固定点に分かれる〮 この固定点が分かれる形

がいわゆるピッチフォークの形に似ているため〬 この分岐はピッチフォーク分岐と呼ばれ

ている〮 式〨〵〮〱〵〲〩を用いたポテンシャル描像だと〬 λ < 〰には原点が谷であるのに対して〬

λ > 〰では原点が山になって〬 x(2)∗とx(3)∗に二つの谷ができるということを理解すること

ができるだろう〮

次にサブクリティカルなピッチフォーク分岐の標準形〨〵〮〱〵〱〩についても考察していこ

う〮 ただし〬 安定性を考えてより高次の項を加えた標準形である

dx

dt
〽 λx〫 x3 − x5 〺〽 fλ〨x〩, 〨〵〮〱〵〶〩

についての考察を行うこととしよう〮 この標準形の固定点はx(1)∗ 〽 〰と〬 −〱/〴 < λ < 〰の

範囲で固定点 x(2)∗ 〽
√
〨〱−

√
〱 〫 〴λ〩/〲〬 x(3)∗ 〽 −

√
〨〱−

√
〱 〫 〴λ〩/〲が〬 −〱/〴 ≤ λの

範囲で固定点 x(4)∗ 〽
√
〨〱 〫

√
〱 〫 〴λ〩/〲〬 x(5)∗ 〽 −

√
〨〱 〫

√
〱 〫 〴λ〩/〲が存在する〮

J11〨x〩 〽 ∂xfλ〨x〩 〽 λ〫 〳x2 − 〵x4, 〨〵〮〱〵〷〩

より〬 J11〨x
(1)∗〩 〽 λから固定点x(1)∗ 〽 〰はλ < 〰で安定であり〬 λ > 〰で不安定である〮 ま

たλ 〽 〰では〬 x ≃ 〰となる原点近傍では三次の項x3の方が五次の項−x5よりも主要にな

りd|x|/dt > 〰となるため不安定である〮 また固定点x(2)∗とx(3)∗は−〱/〴 < λ < 〰で

J11〨x
(3)∗〩 〽 J11〨x

(2)∗〩

〽 λ〫 〳
〱−

√
〱 〫 〴λ

〲
− 〵

〨〱−
√
〱 〫 〴λ〩2

〴

〽 −〨〴λ〫 〱〩 〫
√
〱 〫 〴λ

> 〰, 〨〵〮〱〵〸〩

で不安定である〮 また固定点x(4)∗とx(5)∗は−〱/〴 < λで

J11〨x
(4)∗〩 〽 J11〨x

(5)∗〩

〽 λ〫 〳
〱 〫

√
〱 〫 〴λ

〲
− 〵

〨〱 〫
√
〱 〫 〴λ〩2

〴

〽 −〨〴λ〫 〱〩−
√
〱 〫 〴λ

< 〰, 〨〵〮〱〵〹〩

より安定であり〬 またλ 〽 −〱/〴でJ11〨x
(4)∗〩 〽 J11〨x

(5)∗〩 〽 〰となっている〮 ここ

でx(4)∗の固定点に対してはx > x(4)∗でx(4)∗に近づきx < x(4)∗でx(4)∗から離れていく

ため〬 x(4)∗の固定点は半安定である〮 同様にx(5)∗の固定点に対してはx < x(5)∗でx(5)∗に

近づきx > x(5)∗でx(5)∗から離れていくため〬 x(5)∗の固定点は半安定である〮

以上より〬 λを負の値から正の値に持って行ったときは〬 まずは原点のx(1)∗の安定

な固定点にいたとすると〬 λ 〽 〰の点でこの固定点が不安定化して〬 安定な固定点

のJ11〨x
(4)∗〩もしくはJ11〨x

(5)∗〩に漸近する〮 一方で〬 λを正の値から負の値に近づけて

行ったときはJ11〨x
(4)∗〩もしくはJ11〨x

(5)∗〩の安定な固定点がλ 〽 −〱/〴を下回ったときに

消失して〬 原点のx(1)∗の安定な固定点に漸近する〮 このように安定な固定点の移動のタイ
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ミングがパラメータλを負から正に持って行った時と〬 負から正に持って行った時で異な

る振る舞いを示す〮 このような遷移の仕方の違いを〬パラメータλの変え方の履歴によって

異なるという意味で〬 ヒステリシスがあると言われる〮 この分岐の振る舞いはポテンシャ

ル

U〨x〩 〽
〱

〶
x6 − 〱

〴
x4 − 〱

〲
λx2 〫 っはのびぴ., 〨〵〮〱〶〰〩

によるポテンシャル描像を用いても理解が可能である〮 λ < 〰では原点はポテンシャルの谷

であるのに対して〬 J11〨x
(4)∗〩もしくはJ11〨x

(5)∗〩におけるポテンシャルの谷がλ > −〱/〴か

ら発生する〮 よってポテンシャルの谷の消滅するタイミングがλ 〽 −〱/〴とλ 〽 〰の二つあ

るため〬 最初にどちらのポテンシャルの谷にいたかに依存した振る舞い〬 すなわちヒステ

リシスがあることがわかる〮

このピッチフォーク分岐は〬 物理現象においては相転移の文脈で議論されることが多い〮

例えば〬 相転移の文脈ではλは外場や温度などのパラメータであり、 xはマクロな系の状

態を表す秩序パラメータなどに相当する〮 この相転移の文脈では連続的に安定な固定点が

二つに分離するスーパークリティカルなピッチフォーク分岐は〬 〲次相転移に相当する〮 一

方で不連続に安定な固定点が二つに分離するサブクリティカルなピッチフォーク分岐は〬

相転移の文脈では〱次相転移に相当する〮 水の過冷却現象など液体から冷やした時と〬　固

体から溶かした時で凝固点と融解点の温度が異なるというようなヒステリシスが存在する

ことが〱次相転移で見ることができるが〬 このヒステリシスの普遍的な理解はこのサブク

リティカルなピッチフォーク分岐のヒステリシスから理解が可能である〮

5.5.5 ホップ分岐

次にホップ分岐の標準形

dz

dt
〽 〨λ〫 i〩z − z|z|2 〫O〨|z|4〩, 〨〵〮〱〶〱〩

もしくは

dz

dt
〽 〨λ〫 i〩z 〫 z|z|2 〫O〨|z|4〩, 〨〵〮〱〶〲〩

について考えよう〮 ここでzは実数の〲次元〨y1 〽 x ∈ R, y2 〽 y ∈ R〩に対して〬 複素

数表記z 〽 x 〫 iyを用いたものだと考えることができる〮 ここで〬 偏角を使った変数変

換z 〽 |r| づへば〨iθ〩を考える〮 ただし|r| ∈ R, θ ∈ Rと実数であり〬 |r| ≥ 〰である〮 これ

はx 〽 |r| っはび θ〬 y 〽 |r| びどの θに相当する〮 この変数変換を用いると〬 ホップ分岐の標準形は

d|r|
dt

〽 λ|r| − |r|3 〫O〨|r|4〩, 〨〵〮〱〶〳〩

dθ

dt
〽 〱, 〨〵〮〱〶〴〩

もしくは

d|r|
dt

〽 λ|r|〫 |r|3 〫O〨|r|4〩, 〨〵〮〱〶〵〩

dθ

dt
〽 〱, 〨〵〮〱〶〶〩
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となる〮 この変数変換を見るとわかるように〬 |r|に関する力学系は|r|のみで閉じており〬

ピッチフォーク分岐の標準形になっている〮 一方でθに関しては常に一定の角速度で動き

続けるダイナミクスになっている〮

|r|に関する力学系が〬 スーパークリティカルなピッチフォーク分岐の標準形に相当する

d|r|
dt

〽 λ|r| − |r|3 〺〽 fλ〨|r|〩 〨〵〮〱〶〷〩

dθ

dt
〽 〱, 〨〵〮〱〶〸〩

をみていこう〮 このとき〬 fλ〨|r|(i)∗〩 〽 〰を満たす点〬 すなわち|r|に関する力学系の固定点
は〬 |r| ≥ 〰について注意すると〬 |r|(1)∗ 〽 〰と〬 λ > 〰のときに|r|(2)∗ 〽

√
λの二種類が存在

する〮 ただし〬 |r|(1)∗ 〽 〰はdz/dt 〽 〰となるのでzに関する力学系でも固定点である一方

で〬 λ > 〰での|r|(2)∗ 〽
√
λはdz/dt ̸〽 〰であり〬 一定の角速度〱で回転し続けるので〬 zに関

する力学系では固定点ではないことに注意したい〮 またスーパークリティカルなピッチフ

ォーク分岐の標準形と同様の議論により〬

J11〨|r|〩 〽 ∂|r|fλ〨|r|〩 〽 λ− 〳|r|2, 〨〵〮〱〶〹〩

より〬 固定点|r|(1)∗についてはfλ〨|r|(1)∗〩 〽 λであるので〬 λ < 〰では安定な固定点であ

り〬 またλ 〽 〰でもd|r|/dt < 〰より安定な固定点であるのに対し〬 λ > 〰では不安定な

固定点になる〮 一方で〬 固定点|r|(2)∗についてはfλ〨|r|(2)∗〩 〽 −〲λなので〬 λ > 〰で安定

な固定点である〮 よって〬 λを負の値から正の値に動かすとすると〬 λ ≤ 〰では|r| 〽 〰の

安定な固定点である原点で止まっており二次元平面ではx 〽 y 〽 〰の原点にいたもの

は〬 λ > 〰では|r| 〽
√
λかつdθ/dt 〽 〱の回転するモード〬 すなわちx 〽

√
λ っはび〨t 〫 θ0〩〬

y 〽
√
λ びどの〨t〫 θ0〩のサイクルが安定化する〮 ただしθ0は定数である〮 x 〽

√
λ っはび〨t〫 θ0〩〬

y 〽
√
λ びどの〨t 〫 θ0〩のような相空間上の閉じたサイクルの軌跡はリミットサイクルと呼ば

れており〬 このホップ分岐はこのようなリミットサイクルが発生する分岐として知られて

いる〮 特にスーパークリティカルなピッチフォーク分岐の標準形に相当するホップ分岐は〬

スーパークリティカルなホップ分岐と呼ばれている〮

同様に

d|r|
dt

〽 λ|r|〫 |r|3 〫O〨|r|4〩 〨〵〮〱〷〰〩

dθ

dt
〽 〱, 〨〵〮〱〷〱〩

の標準形で表されるホップ分岐をサブクリティカルなホップ分岐という〮 この場合はサブ

クリティカルなピッチフォーク分岐と同様に

d|r|
dt

〽 λ|r|〫 |r|3 − |r|5 〺〽 fλ〨|r|〩, 〨〵〮〱〷〲〩

dθ

dt
〽 〱, 〨〵〮〱〷〳〩

の形を用いて考えることが多い〮 zの力学系として書き直すとこれは〬

dz

dt
〽 〨λ〫 i〩z 〫 z|z|2 − z|z|4, 〨〵〮〱〷〴〩

に相当する〮 この場合は|r|に関する力学系としてfλ〨|r|(i)∗〩 〽 〰を満たす固定点は〬 |r| ≥
〰に注意して〬 |r|(1)∗ 〽 〰〬 −〱/〴 < λ < 〰で|r|(2)∗ 〽

√
〨〱−

√
〱 〫 〴λ〩/〲〬 −〱/〴 ≤
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λで|r|(3)∗ 〽
√
〨〱 〫

√
〱 〫 〴λ〩/〲の三つが存在する〮 また安定性についてはサブクリティ

カルなピッチフォーク分岐と同様に〬 |r|(1)∗はλ < 〰で安定かつλ ≥ 〰で不安定になり〬

|r|(2)∗は不安定であり〬 |r|(3)∗はλ 〽 −〱/〴で半安定かつλ > −〱/〴で安定な固定点である〮

このためλを負の値から正の値に持って行った時には固定点である原点|r|(1)∗にいたもの
がλ 〽 〰で不安定化して〬|r|(3)∗の半径を持つリミットサイクルが発生するが〬 λを正の値か

ら負の値に持って行った時は|r|(3)∗の半径を持つリミットサイクルがλ < −〱/〴となった

時点で消失して〬 安定な固定点の原点|r|(1)∗にうつるというヒステリシスのある振る舞い
をみせる〮
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